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Presentacion 7

Presentacion

Este libro fue concebido inicialmente como una transcripcion, ligeramente
reelaborada, de los apuntes de clase que, en los ultimos afios, se han venido impartiendo en
la asignatura d€ampos electromagnéticasn la Escuela Técnica Superior de Ingenieria de
Telecomunicacién de Barcelona.

Nuestra intencion primera fue la de proporcionar a los estudiantes un texto de
referencia, en el que se contuviera el armazon tedrico de la asignatura, junto con numerosos
ejemplos y problemas resueltos. Posteriormente esa idea inicial fue modificandose vy, al fin,
el texto se presenta como un cuerpo teérico completo, si bien se sigue cifiendo
principalmente a aquellos contenidos que son relevantes dentro de la asignatura.

Probablemente es pretencioso, e incluso ingenuo, decir que el libro viene a llenar un
hueco dentro de la literatura cientifica dedicada a la teoria electromagnética, que es
amplisima. Si se puede afirmar, sin embargo, que muchos de los textos clasicos han quedado
como libros de consulta, y , a menudo, para el profesor o el especialista, mas que para el
estudiante que trata de introducirse por vez primera, y con cierto rigor, en estos temas. Esto
es asi porque suelen enfocarse las cuestiones desde presupuestos conceptuales y de método,
por encima de las posibilidades reales de un alumno de pregrado.

En el texto hemos tratado de buscar un equilibrio adecuado entre la explicacién de
los fendbmenos fisicos y su descripcion formal. Aun asi somos conscientes de que el
estudiante, en ocasiones, puede llegar a pensar que la dificultad real de algunos temas es
mas matematica que fisica. Esta percepcion esta justificada, pero so6lo parcialmente: debe
admitirse que la propia materia que es objeto de estudio -los campos y las ondas
electromagnéticas- son realidades complejas, en si mismas y en sus interrelaciones con los
cuerpos materiales, y que precisan de una herramienta poderosa para ser abarcadas en un
modelo compacto. Tal herramienta es el andlisis vectorial. Todavia nos atreveriamos a afiadir
gue sin un enfoque formal no es posible alcanzar una comprension, ni siquiera mediana, de
los fenébmenos fisicos que aqui se tratan. Es por eso que el estudiante debe tratar de hacer una
doble ascension, a medida que avanza en la materia, para comprender, por un lado, la esencia
del problema fisico, y, por otro, cémo la descripcién formal con que se presenta es apropiada
y abarca perfectamente todos los aspectos de la cuestién. En algiin momento esta tarea puede
resultar mas dificil, y el estudiante no sabe cual de los apoyos -el fisico-conceptual o el
matematico-formal- le esta presentando dificultades. A lo largo del texto hemos tratado de
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8 Campos electromagnéticos

dar las suficiente pistas como para que esos problemas puedan ser superados con una
relectura atenta de algunos de los parrafos previos a aquél en el que se presento la dificultad.

El texto esta dividido en seis capitulos. El capitulo primero es un repaso de
Electrostatica y Magnetostatica. Sirve como introduccién a los contenidos y herramientas
utilizados en el resto del libro, y el alumno esta ya suficientemente familiarizado con muchos
de sus contenidos, que se han visto en cursos anteriores de Fisica. La asigi@aompose
electromagnéticqstal como se ve en muchas escuelas técnicas, y particularmente en la
ETSET de Barcelona, comienza con el capitulo segundo. En él se tratan las ecuaciones de
Maxwell, de su significado fisico y de los principios de indole mas general que se derivan de
ellas, que se aplican profusamente de alli en adelante. El capitulo tercero esta dedicado a las
ondas planas uniformes, y constituye el meollo de la asignatura, porque a pesar de no ser un
tema de especial dificultad, es la base inmediata para el estudio de muchos otros fendmenos
de interés préactico en el area de la Telecomunicacion. El capitulo cuarto trata de la incidencia
de ondas planas sobre medios materiales. Como es habitual se reduce a los casos sencillos de
incidencia sobre superficies planas. De nuevo se trata de un tema muy asequible, pero que
plantea situaciones de elevado interés conceptual y practico. Los dos ultimos capitulos estan
dedicados a cuestiones més aplicadas, como son la propagacion guiada (capitulo quinto) y la
radiacion de antenas elementales y de tipo dipolo (capitulo sexto). Estos dos ultimos temas
constituyen una introduccién inmediata a algunas asignaturas de cursos posteriores.

Para finalizar, cabe tan s6lo pedir comprension al lector por los posibles errores o
deficiencias que pueda hallar en el texto, que, en cualquier caso, ha sido cuidadosamente
revisado. Las diferencias de estilo que pueden detectarse a lo largo del libro obedecen a que
la redaccion de cada capitulo ha sido realizada por un autor diferente, si bien con un acuerdo
general previo acerca de los contenidos. En las revisiones conjuntas posteriores no hemos
tratado de limar esas diferencias, que son legitimas y dan, incluso, mayor riqueza a la obra.
Lo mismo puede decirse respecto a posibles repeticiones de algunos conceptos en diferentes
capitulos. Pensamos que conviene dejarlas para hacer mas asequible la introduccién de los
nuevos temas que van apareciendo.

No podemos dejar de agradecer el animo constante que hemos recibido de algunas
de las personas de Ediciones UPC, que publica esta obra. También queremos reconocer la
tarea y las aportaciones de otros profesores del Departamento, como son Lluis Torner, Juan
P. Torres y Jordi Hernandez, que en afios anteriores han impartido la asignatura de Campos,
y que no han tenido tiempo material para embarcarse personalmente en la confeccién del
libro.

Los autores
Barcelona, julio de 1998.
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1 Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estaticas

En este primer capitulo se revisaran los conceptos fundamentales de la teoria
electromagnética en condiciones estaticas, esgirespnsiderar variaciones temporales en
las fuentes ni en los campos producidos por ekapesar de la evidente limitacion de este
analisis, lo cierto es que resulta muy instructivo, porque revela la naturaleza y las
caracteristicas esenciales de los campos y de las demas magnitudes fisicas relacionadas. En
la realidad muchos fendmenos electromagnéticos no se desarrollan en condiciones estaticas,
pero sus variaciones temporales son lentas en comparaciéon con los tiempos propios de los
fendmenos basicos y de los medios materiales que intervienen, por lo que en esas ocasiones
bastaria con asignar a los campos las mismas variaciones temporales de las fuentes, una vez
calculados aquéllos mediante los métodos propios del analisis estatico.

Se ha pretendido que este capitulo sirva en buena medida de repaso a cuestiones que
ya se han visto en cursos anteriores de Fisica y, a la vez, se busca introducir al lector en la
metodologia, la notacién y el tipo de herramientas matematicas que se utilizan a lo largo de
todo el libro.

1.1 El campo eléctrico en el vacio
1.1.1 Ley de Coulomb. Definicion de campo eléctrico

La ley de Coulomb cuantifica la fuerza que ejercen entre si dos cuerpos cargados
eléctricamente, la cual aparece como un dato de experiencia.

Consideremos dos cuerpos cargados, con caggag (. respectivamente, de
dimensiones reducidas respecto a la distancia que los s&ipdeacomprueba que la fuerza
gue cada uno de ellos ejerce sobre el otro es:

1 qq,
are, d®

||312| = |[E21| = (1.1)

donde el subindice 12 quiere decir “sobre 1 debido a 2". La direccion en que se ejercen tales
fuerzas es la de la linea que une ambas caggass la permitividad dieléctrica del vacio, de
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16 Campos electromagnéticos

valor 8,85418 Faradios / metr&/n).

La fuerza ejercida sobre un cuerpo no parece tener una existencia real si la
separamos del objeto sobre el que actia. Sin embargo, en teoria electromagnética se trabaja
con el concepto deampq como fuerza ejercida por unidad de carga, independientemente de
si esta causando o no algun efecto sobre otros cuerpos préximos: seetiafarapo

eléctrico E(F) en un puntor del espacip creado por un cuerpo cargadomo la fuerza

gue ejerceria sobre la unidad de carga positiva si estuviera situada en dicha. punto
Habitualmente se expresa en forma de limite, queriendo indicar que dicha carga de prueba no
altera la distribucién original de cargas cuyo campo medimos.

E(r) = lim Ll Ne) = V) (1.2)

qp_’ p

1.1.2 Cargas puntuales y distribuciones de carga

Cuando se consideran los efectos eléctricos de un cuerpo cargado a distancias mucho
mayores que sus propias dimensiones podemos hacer la suposicion de que se trata de un
objeto de dimensiones despreciables, y que ocupa un Unico punto del espacio. Esta
idealizacion recibe el nombre darga puntual La carga puntual se caracterjza el valor
de su carga eléctricy la posicibn que ocupaespecto a un determinado sistema de
coordenadas. El campo eléctrico creado por una carga puntual, de acuerdo con la definicién
de campo del apartado anterior y la ley de Coulomb, debe ser:

o 1 q Tr-r
E =
(r) are, |F—FO|2 |F—F0|

(1.3)

donder es el punto en que medimos el campg,yes la posicion de la carga puntual de
valor g. El vectort -1, dividido por su médulo es el vector unitario que indica la direccion

del campo.

Las fuerzas que diferentes causas fisicas ejercen en un punto de un determinado
objeto se suman vectorialmente para dar lugar a una fuerza resultante Gnica. El principio de
superposiciéon es aplicable a los campos creados por diferentes distribuciones de carga. El
campo eléctrico creado por una distribucion de cargas puntyalsguadas en puntog

sera:

E(F) = )3 (1.4)
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1 Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estaticas 17

con la unica salvedad de que si medimos en un purtg , donde esta situada una de las

cargas, deberia eliminarse la contribucion de esa cgrgaesto que una carga puntual no
ejerce fuerza alguna sobre si misma.

El estudio de los sistemas de cargas puntuales suele ser un primer paso para abordar
otras situaciones mas generales. Usualmente la carga se distribuye en la materia semejando
un continuo de carga. Para expresarlo matematicamente se definen las densidades de carga.
La densidad volimica de cargs:

_d9 ¢
pP= (0) (1.5)

definida en el volumen del cuerpo cargado y nula fuera de él. En muchas ocasiones la carga

tiende a concentrarse especificamente en la superficie del medio, por lo que debe utilizarse la
densidad superficial de carga

d
o =r.  (Gp) (1.6)

El campo eléctrico creado por un diferencial de carga situado en unrjueso

1 dq

dE(¥) = = (F-r) (1.7)

ATE, | -

y atendiendo a la totalidad de la carga que pueda estar presente en un medio continuo,
utilizando (1.5) y (1.6):

- 1 p(F") (F - O(r )(r -r )
E(F) = py gv 3 J’ (1.8)

\F* D

En la ecuacion (1.8) se utiliza la notacion habitual a lo largo de todo el libro cuando
aparezcan procedimientos integrales:

* T representa el punto de campo: alli donde se evalta la magnitud fisica;
e T’ eselpunto de fuente, y depende de las variables de integracion.

Esta ecuacién es el primer resultado con aplicacion inmediata para el calculo del
campo. Cuando se conoce la distribucién de carga y se obtiene el campo eléctrico mediante
la ecuacién (1.8) se dice que se esta aplicando un métantegiacion directa
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Ejemplo 1.1 Calcule el campo eléctrico creado por un plano muy extenso en el que
existe una densidad superficial de carga homogénea.

Consideremos un plano de carga de extension ilimitada como el mostrado en
la figura. Trataremos de calcular la magnitud del campo eléctrico que crea en un
determinado punto situado a una distawodel plano. Por comodidad situaremos el
origen de coordenadas bajo el punto donde buscamos el campo, pues es equivalente
a cualquier otra eleccién. Los radiovectorésque sefialan a los diferentes
diferenciales de carga podemos tomarlos por parejas, opuestos respecto al origen,
para poner de manifiesto la simetria del problema: se comprueba que el campo total
debe ir dirigido en la direcciébn perpendicular al plano, pues cualquier otra
componente se cancelara al integrar.

AZ

Fig. 1.1 Plano infinito con densidad de carga superficial constante

L . Lo o,ds .

La expresion diferencial esdE(T) = — s (-r") vy dE =|dE|cosa

are, |7 -
r
dondecosa =—— .
=
1 o,rds
De alli llegamos aE,(r) = ,

T

Después de obtener la integral que debe resolverse el siguiente paso consiste
en escribir correctamente las variables y los diferenciales:
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F=dz F=xk+yy  ds dxdy

F-r'=—xR-y§+dz O [1-7=(x2+y?+ dz)%

[ [

o
y finalmente se obtieneE, (F) = —> I I S-ax dy.
47720 2 ‘°°(X'2+y'2+d2) 2

Esa integral se resuelve facilmente
utilizando coordenadas polares sobre el plano. El resultado es:

E(N=-"2 Ym

El campo final es constante e independiente de la posicion en que lo midamos (salvo
el signo cambiado a un lado y otro del plano). Esto tiene sentido, ya que al ser un plano de
extension infinita no existe término de comparacién para saber si se esta cerca o lejos de él.

Ejemplo 1.2 Calculo del campo eléctrico creado por una esfera de radio R cargada
con una densidad volimica constante.

X

Fig. 1.2 Simetrias en el célculo del campo creado por una esfera
con densidad de carga homogénea
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Al igual que en el ejemplo precedente ocurre que las contribuciones
diferenciales de los diferentes puntos del volumen se cancelan parcialmente. La
componente final de campo debera ser radial.

Situamos el origen de coordenadas en el centro de la esfera. Nos limitaremos
a calcular el campo sobre un punto del eje Z, que al fin es igual a cualquier otro
punto: el campo final sélo puede depender de la distancia a la esfera y todas las
direcciones radiales son equivalentes.

_ -r'cosf9’

dE,(F) = |dE(7)| cosar y cosa = %

La integral que debe calcularse B5(F) = Po_roricosds
gral g 4HEOJ P

dondelF—"|=(x '2+y'2+(d—z')2)}é .
Por la geometria del problema es mas adecuado utilizar coordenadas esféricas:

%x'z r'serd 'cog’
[y'=r'sernd 'sep’
%’z r'cosd'

2m m R ! 1y 2 '
d-r'cosf se® dr d6 d

La integral resultante e€, (F) = &J' | J'( ) ¢

4Ty 5 0 (r'?-2dr'cos *d > )%

gue, a pesar de su aparente dificultad,
puede resolverse con un cambio de variable:

r?—2dr'cod*d? =t? 5 2dr 'sed® d6 = 2tdt

El resultado final es:

—f sir>R

—r f sir <R
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1.1.3 Ley de Gauss

Se comprueba que, en cualquier situacion e independientemente de la forma de la
distribucion de carga que produce el camgldflujo del campo eléctrico a través de una
superficie cerrada es proporcional a la carga neta contenida en el volumen interior

QTI

fs E(F) [dls = = —J p(r)dv’ (1.9)

Esta relacion recibe el nombre by de GaussPuede demostrarse facilmente a
partir de la expresion integral Hesi se recuerda el concepto de angulo sélido:

porque el término que ahora aparece en la integral de superflaiglefnicién del angulo
s6lido subtendido por un ds, situado en una positipmespecto al vértice situado € .
Entonces:

(f-r)@s [Odmr  parapuntos” interiores® (1.10)

J;

por lo que la ecuacion (1.9) se satisface.

F-F® para puntog’’  exterioress

La ley de Gauss en su forma integral tiene gran interés para deducir otras
propiedades del campo eléctrico en contextos particulares, y la utilizaremos con frecuencia
en lo sucesivo. También tiene enorme utilidad para el calculo directo del campo eléctrico,
aungue solo en aquellos problemas donde las distribuciones de carga son suficientemente
simétricas.

Ejemplo 1.3 Obténgase el campo eléctrico producido por una superficie esférica de
radio R cargada con una densidad superficial de carga homogépea

Debido a la simetria de la distribucién de carga el campo eléctrico ha de ser
de la forma:E(F) = E, (F)F .
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La existencia de otras componenteBg(y Eg) o la dependencia con los

angulos esféricos no parecen posibles en esta situacion (Fig. 1.3). Entonces la ley de
Gauss permite obtener el campo:

. o
Is EEd”s—fS E(ntos= 805

Se elige una superficie cerrada
donde realizar el célculo (superficie
gaussiana), en la que el campo eléctrico
tenga un valor constante en mddulo.
Para este problema es una superficie
esférica de radio arbitrario.

v

Fig. 1.3
2m m 2
QT| WmR°g, r>R
E, (r)r? [d¢[sergdd = —> =0 °
(1) {¢{ . Qg 0 <R
de donde el campo resulta:
01 4nRo,
O——— > r>R
E (n)=[AmE, T
0 r<R

Ejemplo 1.4 Obtenga el campo eléctrico producido por un plano infinito de carga
con densidad superficial homogénea, a partir de la ley de Gauss.

De nuevo el primer paso consiste en tratar de visualizar de forma intuitiva
cudl debe ser la direccion del campo eléctrico en cada punto, y de qué variables
espaciales puede depender.

Una hipétesis razonable es suponer gaér) = E,(2 Z de acuerdo con la
situacion reflejada en la figura 1.4.
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La superficie elegida esS, con forma de caja rectangular, situada
simétricamente respecto al plano. En el calculo del flujo del campo sélo intervienen
las bases, de dimensiori®s puesto que las paredes laterales son paralelas al campo.

AZ

Fig. 1.4 Aplicacién de la ley de Gauss a un plano extenso con carga homogénea

fgé Ed“szzf% E0ds=2E( S

Qr =0,

de dondeE, (2 = a%g , que en realidad no dependezl€&s el mismo resultado
0

gue se obtuvo por integracion directa en el ejemplo 1.1. Para tener en cuenta el
cambio de signo a un lado y otro del plano podemos escribir:
.\ O, . Oy Z,
E(r)=—sgnz)z=——2.
()= 50 o) 2= 2>

1.1.4 Potencial eléctrico. Caracter conservativo del campo electrostatico

Un campo eléctrico produce una fuerza sobre las cargas eléctricas de las
proximidades. Cuando las cargas son libres y no experimentan otras fuerzas de ligadura
seran arrastradas por la accion del campo. Entonces el campo realiza un desplazamiento
fisico de las cargas y, por tanto, un trabajo. El potencial eléctrico es la medida de ese trabajo

por unidad de carga.
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La magnitud que inicialmente tiene sentido fisico no es tanto el potencial en cada
punto del espacio como la diferencia de potencial entre dos puntos, que se define:

A@,, = —ﬂf E@l (V) (1.11)

La integral de linea del campo eléctrico es un trabajo por unidad de targa.
diferencia de potencial entre dos puntos es entonces el trabajo que realiza el campo al
trasladar una carga positiva unidad de un punto al oEbsigno negativo que antecede a la
integral es un convenio arbitrario, pero universal y firmemente establecido, de la definicion.

Ag,, es la diferencia de potencial entre el punto B y el A. Se cumple

AQop = ~DPpp.

La ecuacion (1.11) tiene un significado univoco debido a una importante propiedad
del campo eléctrico, y es su caracter conservativo. Ocurrpagiganos definir la diferencia
de potencial entre dos puntos atendiendo Unicamente a sus posiciones, sin especificar la
trayectoria que deba seguirse para ir de uno al pporque realmente el resultado de la
integral no variaria en cualquier caso. Mas adelante se probara esta afirmacion. De acuerdo
con ello podriamos elegir un punto como referencia de potencial y asignar un valor para la
funcién potencial en cada punto del espacio respecto a esa referencia. Esto se hace en la
practica tomando los puntos del infinito (muy alejados de cualquier distribucion de carga que
consideremos) como referencia u origen de potencial.

Agy., =—J':EEdT :J'r_;“ E i = o(T,) - ¢(F,) = o) (1.12)

donde el potencial en el infinito toma valor nlid potencial creado por una distribucién de
carga en un punto del espacio equivale entonces al trabajo que realiza el campo para llevar
la carga positiva unidad desde dicho punto hasta el infirib campo eléctrico tiene
también valor cero en el infinito (asumiendo siempre que no hay carga en el infinito), por lo
gue la ecuacion (1.12) equivale a:

o(r) = —IE rall (1.13)
La relacion inversa entre el potencial y el campo se puede deducir a partir de esta
Gltima expresion.

dp=-E(f)ml 0 o7 +dl)-¢f)=-E(F)erli

y por tanto:
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gr +di) - o)

dl

E(r)(( @)=

El valor maximo de la igualdad anterior se alcanza cuando tomamos un diferencial

de trayectoria tal quef =¢é, donde é es la direccion del campo eléctrico en el punto
considerado. Entonced campo eléctrico es, en médulo, el valor maximo de la derivada
direccional del potencial en cada punto, y lleva como direccién aquélla en la que la
derivada direccional del potencial se hace maxirBao es exactamente la definicion de
gradiente de una funcion.

E(F) = -0¢(F) (1.14)

Un campo vectorial qgue puede obtenerse como gradiente de una funcién escalar se
denomindrrotacional o conservativo

La dltima caracteristica que debe resefiarse es que la circulacion del campo eléctrico
a lo largo de una trayectoria cerrada es siempre nula:

fc E(F) el = —fc dp =@, - =0 (1.15)

Continuidad del potencial

La funcidn potencial es continua en cualquier situacién. Esto es consecuencia de su
relacion con el campo eléctrico. Si existiera una discontinuidad del potencial significaria que
el campo eléctrico se hace infinito en el punto de discontinuidad, lo que no es posible
fisicamente.

Ejemplo 1.5 Calcule el potencial eléctrico creado en todo el espacio por la esfera
de carga volumica homogénea del ejemplo 1.2

Op, R®

%r—zf r >R
E(F)=Dp°

OF v 1 <R

B,

Fig. 1.5
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Utilizamos la ecuacion (1.13). Podemos utilizar cualquier trayectoria que nos
lleve hasta el infinito, pero lo I6gico es elegit: = dr f . Y se obtiene:

r<R r>R

3
o)=-Lr24c, o) =2,

80 0

Para calcular las constant€s y C, disponemos de dos condiciones:
« el potencial debe cancelarse en el infinito;
* ha de ser continuo er R.

El resultado final es:

r<R r>R

Yo Po a2 2 NP R
o) = 2 (R -1 or)

1.1.5 Representacion espacial del campo y del potencial: lineas de campo y superficies
equipotenciales

La representacion gréafica de los fendmenos eléctricos se realiza mediante lineas de
campo y superficies equipotencialdsas lineas de campo son trayectorias continuas
tangentes en cada punto del espacio al vector campo elédEricoroblemas estaticos, tales
como los que estamos considerando, tienen su origen siempre en cargas positivas (o0 en el
infinito) y su final en cargas negativas (o en el infinito). Esto es obligado, puesto que lo que
describen es la trayectoria que seguiria una carga positiva abandonada a la accién del campo.

En coordenadas cartesianas un campo tiene la forma:

E(r) = E(r) %+ E,(r) §+ E,(T) 2

y el diferencial de longitud genérico es:
dl =dx %+ dy'y+ dZz

Las ecuaciones diferenciales que deben resolverse para obtener las trayectorias de las
lineas de campo son las que resultan al imponer la condicion de paralelismo:
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—=—=— (1.16)
La densidad de lineas debe tomarse proporcionalmente a la intensidad del campo en
cada zona del espacio.

Por otro lado,las superficies equipotenciales son el conjunto de los lugares
geomeétricos del espacio en los que el potencial toma el mismo valor

oF)=p, i=012.. (1.17)

donde se eligen los valores pagg ,¢ , @, ,... segun el criterio de representacion que se

guiera adoptar. Las superficies equipotenciales y las lineas de campo son perpendiculares alli
donde se cruzan: es una consecuencia necesaria de la relacion entre campo eléctrico y
potencial.

1.1.6 Relacién entre el potencial eléctrico y la densidad de carga

El potencial puede obtenerse directamente a partir de las densidades de carga del
problema. Sustituyamos la ecuacion (1.8) en (1.13):

)=~ £ 2Nt L gt [ o

El problema, por tanto, consiste en resolver la ecuacién @m esa expresion.
Resulta algo largo y no lo haremos aqui, pero se propone al lector como ejercicio. El
resultado es:

P

Sustituyendo arriba obtenemos:

Q(r) =

I p(r) (1.18)

A, W | -1

gue es la expresion integral del potencial.
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Ejemplo 1.6 A la vista de la ecuacién (1.18) deduzca la forma del potencial
eléctrico creado por una carga puntual situada en un puagto

La relacién entre el campo y el potencial es de integracion-derivacion, v,
consecuentemente, lineal. El principio de superposicién es valido para el potencial.
De la expresién (1.18) se deduce que la contribuciéon al potencial total de cada
diferencial de carga es:

de(F) =

1 dg
— dg = p(7')av
are, [F - con da=p(F)

Si tenemos una carga puntual el potencial creado en cualquier punto del
espacio debe ser:

1
o) = g | (1.19)

- amE, |F -,

Ejemplo 1.7 Obtenga el campo y el potencial creados por dos cargas puntuales de
valores +q Y -q situadas sobre el eje Z en las posiciengs y — % . Realice una
aproximacion para el caso en que nos situemos en puntos muy alejados de las
cargas.

qg 21 1
La expresion del potencial ega(F) = 2 ﬁr -
-

Ood

0 Z

— §A
|r+22

[HiN]

Nl

Para hacer la aproximacion a grandes distancias trabajaremos con esa funcién.

%

:(x2 + y2+(ZJ_r—§)2)% =('2$ SZ*%)}/Z = (:F §7Z+4¥_%2)

si r >>spodemos hacer la siguiente aproximacion:

y de alli llegamos a:
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La expresion aproximada para el potencial es:

1 qgsz 1 gs
—3 = —20089 (1.20)
4rE, 1 4rE, 1

or) =

El campo eléctrico puede obtenerse ahora a partir del potencial.

o 10 . 1 dp L
f 6+ U
r 06 rsend op "L

G~ am, 10 0%
D 0
ma S Es o % =0
o  4m,r? )
N S A
y de alli: E(F) = E%(Zcos@f +senf) (1.21)
0

Ejemplo 1.7 (continuacién):Represente graficamente las lineas de campo y las
superficies equipotenciales correspondientes al problema anterior.

Lineas de campd.as componentes (esféricas) del campo eléctrico son:

20s as
E, =K—3-cosf Ey = K— se® E, =0
r r

r

y en coordenadas esféricas el diferencial de longitud genérico:
dl =dri +rd68 +rserdde ¢

Por lo que la ecuacién que rige las trayectorias es:
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dr rd@ dr _cos9dd _d(serp)
2= g == =2

E Eo r send send

y la solucién general:r =Cserf 8, donde la constant€ toma valores diversos
para las diferentes trayectorias.

Superficies equipotenciatelsa ecuacion que se obtienerés= C'cos .

En la figura se muestra la forma de las superficies (linea delgada) y las lineas de
campo (linea gruesa) en un plano.

Z

Fig. 1.6 Lineas de campo y superficies equipotenciales
para un dipolo eléctrico orientado verticalmente

1.1.7 El campo eléctrico y el potencial en conductores

Los conductores se caracterizan por contener en su estructura una muy alta densidad

de portadores de carga libres. El modelo microscépico méas sencillo nos muestra al conductor
como una red ionica de carga positiva rodeada de una nube de electrones. En presencia de
campos eléctricos esta nube de electrones se desplaza dentro de los limites del conductor en
busca de la posicion de minima energia (equilibrio estable), en la que las inter- acciones
eléctricas quedan compensadas.
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En el equilibrio cesa cualquier fuerza sobre cualesquiera de los portadores maviles
en el conductor, y por lo tanto, la primera condicion que debe satisfacerse es:

E(F)=0 OF (1.22)

Esa suposicidon la aplicaremos siempre en electrostatica y, como veremos en
posteriores capitulos, también es habitual en dindmica (con ondas electromagnéticas),
aunque con algunas restricciones. La consecuencia inmediata de la ecuacion (1.22) es que la
diferencia de potencial entre dos puntos del conductor es siempre nlag, nyedios
conductores son entonces voliumenes equipotenciales.

Si elegimos una superficie cerrada cualquiera que englobe un volumen dentro del
conductor (Fig. 1.7) y calculamos el flujo del campo eléctrico obtendremos:

fSE(r)HJIS— . =0

0

y como ese resultado no depende de la superficie elegida debemos concluir que:

o(f)=0 OF OV (1.23)

conductor—\v

Fig. 1.7 Ley de Gauss en el interior de un conductor

El resultado anterior no implica que no haya cargas eléctricas en el interior del
conductor, puesto que permanece la red idnica y los electrones libres; sin embargo, ambas
distribuciones de carga se cancelan punto a punto, de manera que no hay carga neta ni
efectos eléctricos macroscopicos. Podria escribirse:

p(r) = pi;nes(r) + p;lectr(r) = O

Si aplicamos la ley de Gauss a una superficie cerrada que no esta integramente
contenida dentro del medio conductor la situacién es diferente (Fig. 1.8).
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conductor

Fig. 1.8 Ley de Gauss aplicada en una superficie S que
engloba una parte de la superficie de un conductor

En este caso no debe esperarse que el campo eléctrico sea necesariamente cero
dentro del volumen definido por la superficie gaussiana; entonces puede existir un flujo de
campo a través de ella, y eso nos indica que en general hay algun tipo de distribucion de
carga englobada por la superficiéxiste usualmente en los conductores una densidad
superficial de carga eléctricaAparece cuando el conductor posee una carga global neta
distinta de cero (ha sido cargado de algin modo), o por efecto del desplazamiento de la nube
electronica, que se ha redistribuido para neutralizar campos externos que pretendian
instalarse dentro del conductor.

Ejemplo 1.8 Una esfera conductora de radio R esta cargada con una carga neta Q.
¢, COmo se distribuye esta carga en la esfera?

Debe distribuirse exclusivamente por la superficie, puesto que en el
conductor en equilibrio no puede haber carga volimica.

Ademas la densidad superficial de carga sera homogénea, como cabe esperar
de la simetria del conductor, y porque ya vimos que una densidad esférica de carga
constante no produce campo eléctrico neto en los puntos del interior de la esfera (Ej.
1.3), lo que es necesario en este caso al tratarse de un conductor (Ec. 1.22).

La densidad superficial de carga dejara de ser homogénea si situamos la
esfera conductora en el seno de un campo eléctrico externo. Mas adelante (ejemplo
1.10) se tratara con detalle este problema.
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a(T) — —
E ,#0 .
— EeXt - - —
E =0 — E=E,, +E,=0
0-O ,
K/

Fig. 1.9 Densidad superficial de carga en una esfera conductora

Ejemplo 1.9 Considérese una barra conductora cilindrica, de longitud L , radio a,
y con carga neta Q. ¢Cdmo se distribuye la carga por la superficie de la barra en

ausencia de campos externos?

Este problema, a pesar de su aparente sencillez, no puede ser resuelto si no

es mediante métodos numéricos.
Las condiciones que deben satisfacerse son:

i) fs o(F)ds=Q
i) ¢f)=cte o E(F)=0  OF O barra

Dividimos el conductor en pequefas secciones transversales, de longitud
Al , de manera que podamos asignar a la superficie lateral de cada saocu@or

constante de densidad superficial de canggFig. 1.10). Hacemos la aproximacion
ademas de que las superficies circulares de ambos extremos de la barra tienen una

densidad de carga constante
Las ecuaciones anteriores se escriben ahora de la forma:

N
i) 2m’o.+ Y 2mablo; =Q

-1
+ Z |Eij| =
i=

i
Eext dcho

i)

N .
+ Z|Ei]|
i=]T+1

i
E ext. izg
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Fig. 1.10 Particion de una barra conductora para el célculo
de la distribucién de carga por un método numérico

La ecuacioni) es otra forma de escribir que el campo debe ser cero en todos
los puntos de la barra: las secciones situadas a la izquierda de una geccién
cualquiera han de producir un campo igual en médulo (de sentido contrario) al que
las secciones de la derecha producen en esa misma seccion. Las expresiones de los
campos se pueden tomar en primera aproximacion como:

. 1 o, ma? . 1 o ma’
EJ ) = e EJ = e

ext. izg 47'[80 [(J —%)A]]Z ext. dcha 47'[80 [(N _ J +%) A|]2
| J-| 1 o0,Al2ma

A [(-ha

donde el calculo del campo se ha realizado en el centro de cada seccion de barra.

De esta manera obtenemos un sistembl/del ecuaciones ($ par), y el
mismo numero de incognitas. La precision del calculo es funcidh pero también
mejorara si utilizamos expresiones para el campo menos aproximadas que la escritas
arriba. Por ejemplo, esto puede ser especialmente importante cuando se considera la
contribucion al campo total sobre una seccion de las secciones mas proximais a ella (
y j cercanos). En ese caso, una mejor expresion es:

il il

i_ o O 1 1 O
|E‘J|=?am 1 0
° ﬁa2+(|j-i|-%)2AI2]2 [a2+(|j—i|+%)2ﬂ2]2g
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La expresion primera es, de hecho, el limite de esta ultima si se cumple que
(-) Al >> a. Por otra parte se sobreentiende que la validez del procedimiento esta
supeditada a tomar un numero suficiente de secciones, de moao-gus .

Por ultimo debe sefialarse que la consideracion de carga homogénea en las
bases puede ser insuficiente si la barra es gruesa. En general deberia permitirse una
variacion radial, descomponiendo cada base en anillos con densidades diferentes.

1.1.8 El campo eléctrico en la superficie de un conductor

La carga eléctrica superficial de un conductor provoca la aparicion de campos
eléctricos en sus inmediacion&.campo eléctrico es siempre perpendicular a la superficie
del conductor que es una superficie equipotencial. Si no fuese asi las cargas superficiales
estarian en movimiento continuo, debido a la componente tangencial no nula del campo. En
la figura 1.11 se muestra cualitativamente la forma de los campos en las proximidades de un
conductor en dos situaciones tipicas.

-
r

)

ﬁ
_—
E(T) .
E=E +E

Fig. 1.11 a) Campo eléctrico en presencia de un conductor;
b) campo eléctrico producido por un conductor cargado

En la primera de ellas un campo externo provoca la aparicion de una densidad
superficial de cargag(r), cuyo campo se suma al campo externo para dar el campo final.
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En el segundo caso no hay campo exterior pero el conductor esta cargado, por lo que

produce su propio cami®), , mediante la densidad superficial de carga.

La relacién entre la densidad superficial de carga y el valor del campo eléctrico en
cada punto de la superficie se obtiene como una consecuencia de la ley de Gauss aplicada a
este caso particular. Sea una superficie cerrada en forma de cajita, situada de forma que
intersecta con la superficie del conductor (Fig. 1.12). Denominhrada altura de la cajita
y S a la superficie de su base.

Unductor

Fig. 1.12

El flujo del campo a través de la superficie gaussiana es:

Si llevamos la expresion al limite, cuaniddiende a cero y cuandg tiende a un
valor diferencial &, estamos examinando el campo en un punto de la superficie. EI campo
es nulo en la parte interna del conductor y, por tanto, podemos escribir:

E(F) s = s_l(JU(T) ds

y de alli:
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fA (1.24)

donden es el vector unitario normal a la superficie dirigido hacia fuera del conductor en el
punto considerado.

1.1.9 Problemas de potencial. Ecuaciones de Laplace y Poisson

Las expresiones integrales del campo y del potencial eléctricos, como funciones de
las densidades de carga [Ecs. (1.8) y (1.18)], son utiles cuando se conocen de antemano tales
distribuciones. Sin embargo ésta no es con mucho la situacién habitual. Por lo general la
presencia de conductores y, como se vera mas adelante, de dieléctricos, provoca la aparicion
de distribuciones de carga dificiles de hallar. Es por eso que el planteamiento tipico de los
problemas electromagnéticos puede ser integral, pero mas frecuentemente es diferencial.
Usualmente nos enfrentaremos a ecuaciones diferenciales que deben resolverse para alguna
zona del espacio, y donde tenemos fijadas ciertas condiciones de contorno que deberan
satisfacerse. En este apartado nos centraremos en las ecuaciones usuales para el campo y el
potencial.

La ley de Gauss en forma diferencial es:

p(r)

€o

OCE= (1.25)

gue se obtiene de la expresion integral por aplicacion del teorema de la divergencia. Es la
ecuacion diferencial primera para el campo eléctrico. A diferencia de la expresion integral
ahoratenemos una relacion entre el campo y la densidad de carga que debe cumplirse punto
a punto en la zona del espacio que se considesefacil de ver entonces que la condicion

gue debe satisfacer el campo en aquellos puntos del espacio donde no haya carga eléctrica
(aunque exista carga en las proximidades) es la de tener divergencia nula.

Del caracter conservativo del campo eléctrico se deduce la segunda ecuacion, que es:
OxE=0 (1.26)

Esta ecuacion esta estrechamente relacionada con la ecuacion (1.14), en la que se
expresaba el campo como el menos gradiente del potencial eléctrico. En realidad todo
gradiente de una funcién escalar es irrotacional (su rotacional es nulo), y viceversa: si un
campo vectorial es irrotacional es seguro que podra hallarse una funcién escalar tal que su
gradiente coincida con el campo vectorial.

Sustituyendo el campo en la ecuacioén (1.25) en funcién del potencial tendremos:
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DE=0-0¢p)=-0% 0 D%p=-—-~+ (1.27)

que se denominacuacién de Poissoiia divergencia de un gradiente es la laplaciatfa,
del campo escalar. En coordenadas cartesianas se expresa sencillamente como:

_ 9% d%p . %

0% = +
=9 dy*> 97

y fisicamente viene a representar la variacion promedio del potencial en los alrededores
inmediatos de cada punto del espacio. En los problemas habituales de potencial esta ecuacién
debe resolverse para obtener una solucion genérica, y quedaran dos constantes por
determinar mediante condiciones de contorno. Singular importancia tiene la ecuacion
diferencial del potencial en aquellos puntos del espacio en los que no hay carga eléctrica,
denominadacuacion de Laplace

0°g=0 (1.28)

La solucion general de esta ecuacion es también parte de la solucién de la ecuacion
de Poisson, a la que habra que afadir la solucién particular en funcién de la carga eléctrica.
La expresion en cartesianas de la laplaciana se ha escrito arriba. Para los otros dos sistemas
habituales de coordenadas puede consultarse el anexo B.

Ejemplo 1.10 Una esfera conductora sin carga neta, de radio a, se sitla en el seno
de un campo eléctrico constante, de médwo@btenga la distribucién final del
campo eléctrico, el potencial de la esfera y la densidad de carga resultante.

Por accion del campo eléctrico la nube de electrones de la esfera conductora

se redistribuye, acercandose a la superficie en la direccién contraria aHa de
Aparece una densidad de carga superficial no homogénea en el conductor. Como tal

distribucién no es facilmente calculable no podemos tratar de obEen@e(i)
directamente por procedimientos integrales. La alternativa es obtener la solucién de

la ecuacién de Laplace en el espacio que circunda a la esfera:

0°p=0 parar>a.

Tomaremos el campo eléctrico externo en la direccion Z por comodidad:

E..(F)=E,2
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El problema tiene entonces simetria azimutal, y todas las magnitudes
implicadas (densidad superficial de carga, campo y potencial finales) , han de ser
invariantes con el &ngu§p. La ecuacion de Laplace es ahora:

o 4, dpll 1 o0[Q. oo
— 0% —+ |n0—§:0 (1.29)
Jr [ ri 00

|:|2 - _
¢ | r?sin@ 96

r

y la solucion a esta ecuacién es bien conocida:

[ee]

or,0) = ;(A' r' +B, r'(”l)) P (cos) (1.30)

donde P, (cos9) representa el polinomio de Legendre de oid&os polinomios de

Legendre son aquellos que satisfacen la ecuacion diferencial del mismo nombre, vy,
en la practica se obtienen mediante la férmula de Rodrigues:

TOR |

T2ty

R(M=1 R(®=x R(¥=32@%-1

El que puedan ser necesarios mas o menos términos del sumatorio en la
ecuacion (1.30) depende de las condiciones de contorno que deban satisfacerse. En
nuestro problema particular estas condiciones son:

i) ¢r =a)=cte. y i) E(F)| _=E,2

La primera condicién fuerza la relacioms =-B a ®*? Oi. Por otro
lado el campo eléctrico debe ser:

E (1.6)= -0 = =5 1A - ( + DB 7 )P, (co)
0

[l 10 i-1 —(i+2 dFi> sf
EEe(ne):_Fd_g:_Z(Airl_ +Br ))%
0

=, (r,6)=0
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y su valor limite cuando nos alejamos de la esfera :
E(7) = E, 2= E,(tcosd - 6sens)

gue es el campo externo sin perturbar por la presencia de la esfera. Esta segunda
condicion fuerza la cancelacion de todos los términos de la ecuacién (1.30) salvo los

dos primeros:A ,B =0 Oi>1yademas:A =-E,y B, =-A a’= 5 a.

La solucion es finalmente:

E(r,0) = E02+ri3 E, a*(2cos0 7 +serpd)

La densidad de carga resultante en la esfera es:
o(F) =& EM| =& E| _, = 35,E,cof

Por ultimo debe afiadirse que el potencial en la esfera esta indeterminado. No
tenemos ninguna referencia respecto a la que medirlo porque el campo exterior esta
infinitamente extendido en el espacio, desde —o hasta z=+o, y esta
suposicién implica que hay cargas en el infinito, que son las que estan produciendo
el campo. Consecuentemente no podemos fijar un potencial de referencia en el
infinito.

Fig. 1.13 Esfera conductora en el seno de un
campo eléctrico uniforme
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Ejemplo 1.11: Un cable coaxial esta formado por dos conductores cilindricos, de
radios a y b. El conductor exterior se pone a potencial V y el interior se conecta a
tierra. Obtenga el campo eléctrico entre los conductores.

Fig. 1.14 Cable coaxial

Debido a la simetria cilindrica del problema podemos asegurar que las
densidades superficiales de carga en los conductores seran homogéneas, aunque de
momento desconozcamos su valor. Esa consideracién nos permitiria aplicar la ley de
Gauss en forma integral para obtener el campo que, posteriormente, pondriamos en
relacion con la diferencia de potenciéentre los conductores. Esa via se propone
Ccomo ejercicio.

La alternativa es obtener la funcidon potencial mediante la resolucion de la
ecuacion de Laplace. Podemos afirmar que nuestro potencial sélo sera funcion del
radio:@(r) = ¢(p) , y por tanto:

_120 ap]

0%p= —0=0
¢ p op o"‘pH

La solucién a esa ecuacion eg(p) = Alnp + B, y por aplicacién de las
condiciones de contorn@(p=a) =0, @(p=b)=V, sellega a:

in(’/) .

- V
=V E(F) =-— o
¥(p) In(%) y () ) In(ba) P
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Ejemplo 1.12 Una esfera conductora hueca, sin carga neta, de radio interior a y
exterior b, contiene en su interior una carga puntual de valor g, en alguna posicion
arbitraria , ¢, Cual serd el campo en el exterior de la esfera?

Fig. 1.15

Utilizamos de nuevo la ecuacion de Laplace para calcular el potencial en el exterior.
Debe observarse que si situamos la esfera conductora centrada en el origen de
coordenadas podremos asegurar que el potencial externo es de la forma

e(f)=¢(r) Or>b

y esto sin conocer como sean las distribuciones de carga del problema. La razén es
que quien manda a la hora de determinar las condiciones de contorno para el
potencial es Unicamente la superficie equipotencial que constituye el conductor.

En estas circunstancias, de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas,
podemos deducir que la forma del potencial sera:

A
¢(F)=T+B Or>b

donde, adema®=0 por la condiciéon de potencial nulo en el infinito. No sabemos
cual es el potencial de la esfera, y nos queda la congtasite determinar. Para
finalizar el problema debemos aplicar la ley integral de Gauss, lo que resulta util
porque ahora sabemos que el campo exterior soOlo tiene componente radial,
consecuentemente con la forma del potencial. El resultado final es:

.o q f
E(N) =—— Or >b
4, r
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Por tanto, el conductor realiza un apantallamiento parcial de la carga
eléctrica situada en su interior: no en lo que se refiere a su valor neto, que da la
magnitud del campo, pero si en cuanto a que no importa cual sea su posicién en el
interior de la esfera. Compruebe que si la esfera conductora estuviese conectada a un
potencial fijoV el valor del campo en el exterior seria independiente también del
valor de la carga puntual.

1.1.10 Condiciones que determinan el campo en una region

La segunda identidad de Green es un teorema matematico que establece:

0¥  doO
_[V[go DZLIJ—HJquo]dvzfs qux—wd—ﬁgps (1.31)

para cualesquiera funciones escalapeg W definidas en el volume¥, y conSla superficie
cerrada que limita ¥.
Si identificamos la funciép con nuestra funcion potencial y elegimos:

1

F -7

W() = | (funcion de Green) (1.32)

se obtiene una expresion de interés para el potencial:

1 p)dv 1 0dY dp
47750'[" |r—r'| 4nf8'%pdn' an

o) = LPEQS (1.33)

dondeo(r) es la densidad volumica de carga gs la normal a la superficie en cada punto.

La ecuacién precedente no tiene para nosotros tanto una importancia practica como tedrica.
Su significado es quel potencial en un cierto volumen depende exclusivamente de la carga
interior al volumen y de las condiciones de contorno en la superficie cerrada que lo rodea
Tal superficie puede ser una superficie fisica de separacion con algin otro medio, 0 una
superficie imaginaria, definida de modo matematico, gréafico, o de alguna otra manera.

El teorema de unicidad del potencial esta basado en la ecuacién (1.33) y se enuncia
asi:“fijadas la densidad volumica de carga en un determinado volumen y las condiciones de

contorno, para el potencial y para su derivada respecto a la normal, en la superficie que lo
limita, el valor del potencial en todo el volumen esta univocamente determinado”.
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En la practica suelen encontrarse dos tipos de superficies: superficies conductoras y
la superficie del infinito. Podria tratarse también de una superficie dieléctrica, en un cambio
de medio, pero de momento no trataremos esa posibilidad.

Cuando tenemosina superficie conductoracurre que la derivada del potencial
respecto a la normal en cada punto coincide con el campo eléctrico en la superficie. Entonces
el campo no es realmente independiente del valor de la carga interna al volumen y del valor
del potencial en el conductor, por lo que, de hecho, no constituye una condicién separada. Si
se conocep(r) en el volumen y el potencial en la superficie, el problema esta, pues,

univocamente determinado. A esta clase de problemas se les denmoblfemas de
Dirichlet. La alternativa es que conozcamos la densidad volimica de carga y el valor de la
derivada del potencial respecto a la normal (el campo) en la superficie. En ese caso quedara
una constante por determinar al calcular el potencial. Se habla entongasbldena de
Neumann

La superficie del infinitgpuede tratarse como una superficie conductora a potencial
cero (si no hay carga en el infinito). Desde este punto de vista el problema de potencial
donde se conoce la densidad de carga presente en el espacio ilimitado es un problema de
Dirichlet, y su solucion general es la dada por la ecuacion (1.18).

Ejemplo 1.13 Una esfera conductora hueca de radio interior a y exterior b se conecta a
un potencial V. A una distancia d del centro de la esfera (d>b) se encuentra una
carga puntual de valor q. ¢, Cual es el potencial en el interior de la esfera?

Ny
(S

Fig. 1.16

En el interior debe cumplirs&l®’p = 0 y ademas la condicién de contorno
@(r =a) =V . Como se trata de un problema de Dirichlet tendra solucién Unica, y
como que la simple funciop(r) =V satisface ambas condiciones, ésa debe ser la

solucion buscada. Obsérvese que se trata de un volumen cerrado, tal como se
estableci6 al hablar de la unicidad del potencial. De nuevo un conductor conectado a
una tension externa apantalla el efecto de una carga eléctrica.
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La utilidad practica del teorema de unicidad consiste emgsi@ermite ignorar las
densidades superficiales de carga existentes en la superficie limite del volumen donde
calculamos el potencial, asi como otras posibles cargas exteriores al vollfsan
informacién, que seria imprescindible si plantearamos el problema por medio del céalculo
integral directo, la sustituimos por el conocimiento de la condicién de contorno.

Método de las imagenes

El método de calculo que se sigue usualmente en la practica es un método inverso,
denominadanétodo de las imagene€uando en nuestro problema intervienen densidades
superficiales inducidas por la presencia de otras distribuciones de carga, de manera que su
célculo es complicado, lo que se hasecrear una situacion equivalente a la actual pero de
mas facil resolucién La equivalencia se consigue reproduciendo artificialmente las
condiciones de contorno por la inclusion de cargas externas al volumen de interés.

Ejemplo 1.14 Calcule el campo eléctrico producido en todo el espacio por una
carga puntual situada frente a un plano conductor conectado a tierra.

ALZ

A pesar de su aparente sencillez, el

problema no puede resolverse de forma

directa, porque la presencia de la carga

puntual provoca la aparicién de una

q densidad superficial de carga: los
——Oo——y portadores libres del conductor
d | tenderan a concentrarse en alguna
medida en el punto del plano mas

cercano a la carga puntual, atraidos por
ésta. Pero esa densidad de carga

inducida no puede calcularse de forma

) sencilla.

Fig. 1.17

La alternativa es plantear un problema equivalente, donde las caracteristicas
esenciales del problema queden inalteradas.

Lo esencial a un problema de potencial, de Neumann o de Dirichlet, es la
carga existente en el interior del volumen considerado y las condiciones de contorno
alrededor del mismo. La primera objecion para considerar este caso como un
problema bien definido de potencial es que no es un volumen cerrado, y, sin
embargo, podemos tomar la superficie del infinito para completarlo. En la figura
1.18 se muestra el esquema de este planteamiento.
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Fig. 1.18 La misma situacion de la figura anterior aparece como un problema de
Dirichlet al considerar la superficie del infinito

La cuestion es ahora obtener una situacion equivalente resoluble. Esto se
consigue eliminando el plano conductor y situando una carga imagen al otro lado del
plano, como aparece en la figura 1.19.

v

-q *q

Fig. 1.19 Problema equivalente al representado en la figura 1.17

Si la nueva carga es de igual valor y distinto signo a la original y esta situada a la
misma distancia del plano, es claro que el potencial en el pkheera nulo. Por

otro lado, el potencial en el infinito permanece igual a cero. Ent@hg@sblema
original y el de la figura 1.19, en cuanto que problemas de potencial, son el mismo
en el semiespacio derecho, y la solucién de ambos es idéntica.
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Tendremos:

En cuanto al semiespacio izquierdo (en el problema original) no puede haber
ninguna duda:

Ejemplo 1.15: a)Comprobar que dos cargas puntuales de valor q y q' alineadas
con el origen de coordenadas, y situadas a una distancia d y d’ respectivamente del
mismo, dan lugar a una superficie equipotencial esférica de radio a, centrada en el
origen y con valor de potencial cero cuando se satisfacen las siguientes relaciones:

A

Z

=0
e
a'=-a%q

a
q q d=2
/O—P
d Y
X d
Fig. 1.20

El potencial creado por ambas cargas en todo el espacio es:

o=t ' 1 s
4TE, Q(x2+(y—d)2+zz)y2 (R +(y d)?+ i)%g
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Si examinamos el valor del potencialrema, utilizando los valores dé’

y ' propuestos:
| [l
pr=a)= g - % :
4TE, %az _oyd+ )72 (a? —2ya%+a%2)%%

y después de algunas operaciones, se comprueba que es igual a cero.

b) Utilizar el resultado anterior para calcular mediante el método de las imagenes
el potencial en el interior de la esfera del ejemplo 1.12 .

El resultado anterior se puede interpretar en el sentido de que la imagen de
una carga puntual respecto a un conductor esférico a potencial cero es otra carga
puntual, de valor y posicién bien precisas.

En el ejemplo 1.12 teniamos una carga purgual el interior de una esfera
hueca conductora. Supongamos que dicha carga estd en la pdsitiotuna

situacion equivalente de facil resolucién deberia reproducir la condicion del
potencial emr=a (radio interno de la cavidad) para permitirnos ignorar el conductor.
Para ello situamos otra carga puntual en el exterior, de gajoen la posiciérd’

gue se daban en el apartado anterior. Este es un buen inicio, porque ya tenemos un
potencial uniforme alli donde estaba la cara interna de la esfera. Pero no reproduce
completamente la situacién porque en nuestro problema (ejemplo 1.12) el potencial
de la esfera no era nulo. ¢ Cémo resolver esta eventualidad?

1
El potencial de la esfera r=a)= —
p ep(r =a) pr

Acudiendo de nuevo al teorema de unicidad se puede afirmar que el potencial en el

interior es:
_q @
1 1 1 q/
o(7) = a, - a —+ —
ATE, a 4TE, |r —r0y| AT, r-a/y
r‘0
Razénelo.

1.1.11 Energia electrostatica

Toda distribucién espacial de carga posee una energia potencial eléctrica, porque es

capaz de realizar un trabajo sobre otras cargas. Cuando hablamos de energia potencial
estamos implicitamente reconociendo una referencia de energia cero, respecto a la que
medimos los sucesivos incrementos de energia que pueda recibir algin elemento de nuestro
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sistema. Es importante en las cuestiones relacionadas con la energia explicitar con claridad
cudl es nuestro sistema y cual es la referencia de energia nula que estamos tomando.

La energia potencial eléctrica debe coincidir con la energia de formacion del sistema:
aguella energia que fue necesario aportar para construir la distribuciéon de carga a partir de
una situacion inicial de maxima dispersion (energia nula).

La energia electrostatica se considera de modo diverso si tratamos con densidades
continuas de carga o con colecciones de cargas puntuales. La carga puntual es una
aproximacion ideal, pero propiamente no tiene sentido fisico, y el motivo es precisamente
gue para concentrar una cantidad finita de carga en un volumen nulo necesitariamos aplicar
una energia infinita. En sistemas de cargas puntuales se habla con mas propiedad de energia
de reunién que de energia de formacion del sistema.

Considéresen conjunto de N cargas puntualds valoresy situadas en posiciones
;. Vamos a tratar de calcular la energia que hubo que aplicar para formar el sistema,

partiendo de una situacion inicial en la que las cargas estaban infinitamente separadas unas
de otras. Para ello iremos trayendo ordenadamente las cargas desde el infinito hasta sus
posiciones respectivas, y contabilizando los aportes de energia sucesivos.

1 qy

Ji\
v

Fig. 1.21 Sistema de N cargas puntuales
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Oy » fy: AU, =0y ) @(fy)
1=1
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La energia final es:

N
U=> au =

1=1 1=1

q (1) (1.34)

Se empleo la notaciog, (7)) para el potencial creado por la camaen el puntor;

y ¢(r;) para el potencial creado eh por todas las cargas excepto la que ocupa esa
posicion, ;. La comprobacion de la ecuacion (1.34) se propone como ejercicio.

Para un continuo de carg#i’) es aplicable la misma filosofia, pero ahora en vez de

agregar cargas puntuales tendremos que ir formando el sistema mediante diferenciales de
carga. La expresion final de la energia en este caso sera:

1
U_

=>,p(") eIty Hr-[Lo(M)e)ds ] (1.35)

donde afiadimos la integral de superficie en el caso de que exista también una densidad
superficial de carga en la distribucion.

1.1.12 Energia electrostatica asociada al campo eléctrico

Las expresiones anteriores parecen dar a entender que la energia de una distribucién
de cargas esta limitada espacialmente al propio volumen que ocupan las cargas. Sin embargo
no es esa la Unica manera de verlo: puesto que una distribucion de carga es capaz de realizar
un trabajo sobre otras cargas distantes parece mas adecuado asociar la energia al campo o al
potencial creado en todo el espacio. A partir de la ecuacién (1.35) puede buscarse una
expresion alternativa.

p(F) = -5 0%
p(1) () = —£, o) D¢ (1.36)

Utilizaremos la igualdad: 0 ({9E) = ¢ [E + OCE = ¢(-0%@) + (| E|2) , de

donde: - ¢ 0% = O {@E) +|E|2. Sustituyendo esta Gltima en (1.36) y después en (1.35)
llegamos a:

U= %EO(L|E|2dv+LD He E) d\)
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A partir de alli podriamos extender el volumen de integracién a todo el espacio, ya que el
resultado no debe variar. Si integramos hasta el infinito la segunda integral se cancela:

L O@E)dv= jismf @ Edds— 0

porque cuanda - o tenemos ¢ — % |I§| - }{2, ds — r* aun en el caso en que el

campo Yy el potencial decrezcan de la forma mas lenta posible, siempre que hablemos de
distribuciones de carga limitadas. La expresion final es:

1 _2
u :EgOJ'V|E| dv (1.37)

que es la habitualmente utilizada.

Ejemplo 1.16: Calcule la energia de una distribucién esférica de carga de radio R
y densidad volumica de carga homogépga

Haremos el célculo directo integrando las contribuciones de energia que se precisan
para formar la esfera, trayendo diferenciales de carga desde el infinito. Por sencillez
tomaremos capas concéntricas de radi®ciente y espesdr.

. « Para depositar cada diferencial de carga
AN debemos aportar una energia dada por

dU = ¢(r)dq

donde¢ (r) es el potencial creado por la
carga precedente en el limite de la esfera
en formacién:

o) = 4t

Fig. 1.22

2

47'500

0

——po 47TJ' ridr = R®> (J)

Verifique este resultado utilizando la ecuacion (1.37).
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1.1.13 Aproximacion del potencial a grandes distancias. Desarrollo multipolar del
potencial

En los problemas técnicos no se precisa habitualmente de una solucién exacta, sino
gue resulta mas que suficiente disponer de resultados con cierto grado de aproximaciéon. Esto
es aplicable a todos los problemas de Ingenieria. Los modelos que se utilizan son
simplificaciones que se ajustan de alguna manera a la realidad fisica, sin contemplarla
totalmente. En teoria electromagnética se han desarrollado formulaciones sencillas que
omiten a propdsito algunas caracteristicas de los campos para centrarse en lo que en una
situacion dada resulta esencial. La aproximacion mas tipica es la que presentaremos ahora
para el caso del potencial eléctrico estatico: lgrdades distanciae, también llamadaje
campo lejano Mas adelante en este curso, y en otros posteriores, se volvera sobre este
modelo, para el estudio de los sistemas radiantes y de la difraccion.

Consideremos una distribucion de carga arbitraria, limitada espacialmente, situada en
las proximidades del origen de coordenadas.

Fig. 1.23Calculo del potencial a grandes distancias

El potencial eléctrico creado en cualquier punto del espacio es:

L p(r')
47150 IF-r |
Buscaremos una aproximacion de esta funcién cyanrdd| >>|F'| 0, es decir,

cuando medimos el potencial a grandes distancias de la distribucion de carga. Para
conseguirlo desarrollamos en serie de Taylor la funcion 'etel integrando. La formula en
el caso de tres variables es:
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2

3 3 3
of 1 J
f(r)="1(0) + —‘ X+
=10%, x =0 ZZZ 0% 0, X% =0

X X *...

alrededor del punta=0.

Aplicamos el anterior desarrollo a la funci?nra_l?, como funcion de”’

1 1 r 11

[
= —a 12 cee
|F—F'|_r+ R EZZ(E}X X'~ 6|])>§>§D+

donded; es la delta de Kronecker (=0is¥ j ; =1 sii=j).

Sustituyendo en la expresion del potencial obtenemos:

1
0 =5 [, PV ST, o +

(]
+——ZZ(I (3x'x '~ 128, p(7 ))dv')+~-- S

(1.38)

Usualmente son suficientes esos tres términos para obtener una buena aproximaciéon
al potencial, y aun puede bastar con los dos primeros. En el caso de que no sea asi, quiza no
sea una buena idea buscar una aproximaciéon por este procedimiento y deba pensarse en un
método numérico. Las expresiones integrales de la ecuacion (1.38) reciben el nombre de
momentos de la distribucion de carga

U
momento monopolagescalan: 1szv,p(*')r dv  (Q) O
momento dipolagvecton “pzj’vf‘rp(*r) dv (cim % (1.39)

OO

m cuadripolar(tensoy:  Q; = gJ’V @x x'= Fo,)p(r)dv (C Emz)E

Estos momentos, y los sucesivos de orden superior, caracterizan con aproximacion
creciente la forma de la distribucion de carga. El potencial se escribe entonces:
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B 1 Q 1 pr 1 r”th”+m
5

r = 1.40
o(r) arme, v A, r® 4w, 1 (1.40)

Ejemplo 1.17:Calcular el potencial creado a grandes distancias por las dos cargas
puntuales de la figura 1.24 mediante los dos primeros términos de (1.40).

A

El momento monopolar es la
carga totalQr= 0.

tq ¢
T S La expresion del momento
l > dipolar es, para cargas puntuales:
qo p=|2qiri
Fig. 1.24 Y, en nuestro caso, tendremos:
S S, .
p:+q92—z+(—q)[-)éz:qsz (1.42)

El potencial resulta ser en primera aproximacion:

1 gszOr 1 gs

3 2

= cos9
ATE, T ATE, T

p(r)=0+

Compruebe que es igual al obtenido en el ejemplo 1.7.

Ejemplo 1.18: Calcule el potencial que crean a grandes distancias cuatro cargas
puntuales situadas en el plano YZ de forma que ocupan los vértices de un cuadrado
de lado I. Las cargas tienen magnitudes iguales y signos alternados (Fig. 1.25).

El momento monopolar es nulo. El momento dipolar lo calcularemos igual
gue en el ejemplo anterior:

p=0Lg+1z(-9 + Y{-9 + (y+0e=0
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En este caso estamos obligados a calcular el momento de tercer orden para

obtener alguna aproximacion.
A

yA

Fig. 1.25 Cuadripolo

La integral de la expresién general vuelve a ser sustituida por un sumatorio
sobre las cargas:
1 mom_ m2
- = _ m
Q; -22(3>g X" = r 5”.)qn
m
Las variablesx", x;“ son las componentes del vector posicion de la carga

g,; r™es el médulo del vector. La siguiente tabla facilitara el calculo, que debe
hacerse con cuidado:

m |[q, x" y" z" r"
1 (+g 0 O 0 0
2 |-q 0 o I |
3 [+q 0 1 1 2
4 |-qg 0 | 0o |

Se obtiene:

Qi =Qx=0 Qy=0 Q,=0
Qy = Q=0

Q, =Qx=0

Q. =Q, =%l ay
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y sustituyendo en la ecuacién (1.40'Qf =374 yz, que podemos pasar a
coordenadas esféricas utilizando=r ser9 serp y z =r co¥ . Resulta:
1 3l%

N=—— sen20 se
o) are, 2r° ®

Dependencia de los momentos con el origen de coordenadas

En los ejemplos anteriores se han situado las distribuciones de carga proximas al
origen de coordenadas, pero surge la cuestion de si los momentos de segundo y tercer orden
hubieran resultado diferentes de haber elegido otra posicion para las cargas y, por tanto, si el
potencial podria haber variado en funcién de esa eleccion.

El momento monopolar, por definicion, es independiente de la posicion de la
distribucién de carga. Los demas momentos si pueden variar. Veamoslo con el momento
dipolar.

Consideremos una distribucion de carga arbitraria, a la que referenciaremos segun
dos sistemas de coordenadas diferentes, uno desplazado respecto al otro, tal como se muestra
en la figura 1.26. Calcularemos el momento dipolar desde uno y otro.

p(r)

Fig. 1.26 Dependencia dgdcon la eleccién del origen

Se cumplep(r;) = p(,) cuandor; =1, + R . Entonces:

P, = .IV 5P (F,) dv = JlV( - Ii)p(?l) dv= [ R Q (1.42)

Por tanto el momento dipolar es independiente del origen tomado sélo si la carga
total de la distribucion es nula. Resultados semejantes se obtendrian para los momentos de
orden superior.
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Ejemplo 1.19: Repita el célculo del momento cuadripolar para la distribucién de
cargas del ejemplo anterior tomando el origen de coordenadas en el centro del
cuadrado.

Comprobara que el momento cuadripolar no varia en este caso. Observe que
los momentos de orden inferior en esa distribucion son nulos. En realidad ese
resultado responde, con un orden mas, a la deduccion que se acaba de hacer.

1.1.14 Dipolo real y dipolo ideal

El calculo de los momentos permite realizar aproximaciones cuando nos alejamos de
la distribucion de cargas, pero también resultan extremadamente Utiles cuando las
dimensiones de la distribucién son muy pequefias, pues ambas situaciones son equivalentes:

se satisface la condicidm‘ —F’| >>r ',

Junto al concepto de carga puntual (momento monopolar puro o monopolo ideal) se
pueden considerar los de dipolo ideal y cuadripolo ideal. Ambos tienen aplicacion en el
estudio de las interacciones de los campos eléctricos con la materia.

El dipolo ideal puede definirse como una distribucién formada por dos cargas
puntuales de igual magnitud y signo opuesto (dipolo real), cuando la distancia que las separa
tiende a cero, pero de manera que se mantiene constante el momento dipolar. De acuerdo con
el ejemplo 1.17 (Ec. 1.41), esto implica que el vajdna de tender simultaneamente a
infinito. Como resultado se obtiene una distribucion puntual, pero caracterizada
exclusivamente por su momento dipolar (y por su posicién), de la misma forma que el valor
de su momento monopolar caracteriza completamente a la carga puntual.

El potencial creado en el espacio por un dipolo ideal es (vid. la ecuacién (1.40)):

o(r) = (1.43)

donder, es la posicion del dipolo. Ahora ya no se trata de una aproximacion, sino del valor
exacto del potencial, debido a la dimension nula del dipolo.

En la misma forma si tomamos las cuatro cargas puntuales del ejemplo 1.18 y las
colapsamos a un punto de forma que se mantenga el valor de su momento cuadripolar

obtendremos un cuadripolo ideal, caracterizado exclusivamente por el valor de ese momento
y Su posicion.
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1.1.15 El dipolo ideal en presencia de campos eléctricos externos

Sea un dipolo ideal situado en el seno de un campo eléctrico externo producido por
alguna distribucion de cargas lejana. ¢ Cudl es la influencia del campo sobre el dipolo?

Para verlo imaginemos que el dipolo consta de dos cargas puntuales de distinto signo
separadas una distandialLa energia potencial del dipolo en una determinada posicién es:

Ugp =+, +38) + (-0 o, ~18) = o @(r, +18) - o(r, = 15))
Udip = q(_ I__jext(_fo) |:‘S) = __pDEext(TO) (144)

Este resultado tiene dos importantes implicaciones:

» si el campo eléctrico externo es uniforme, entonces el dipolo buscara el equilibrio
(estado de energia minima) orientandose en la direccion del campo;

* si el campo no es uniforme, el dipolo se orientard con él, pero ademas se
desplazara buscando la zona donde el campo es mas intenso.

1.2 El campo electrostéatico en presencia de medios dieléctricos

Los medios dieléctricos, o aislantes, no poseen portadores de carga libres, capaces de
desplazarse a través del medio bajo la influencia de campos eléctricos; sin embargo, las
moléculas que forman su estructura pueden sufrir cambios en su orientacion o pequefios
desplazamientos. A este efecto se le denonpiolarizacion del material. Un medio
dieléctrico polarizado crea a su vez un campo eléctrico que se superpone al campo excitador,
dando lugar a un campo final en el equilibrio diferente al que ocuparia el espacio si no
hubiese dieléctrico.

El estudio de los fenémenos electrostaticos en medios dieléctricos se realiza a partir
de modelos microscopicos en los que se asume la existencia de dipolos ideales como los
elementos constitutivos del material. Estos dipolos simulan el estado de polarizacién atdmica
0 molecular.

Existen basicamente dos tipos de medios dieléctricosdikdéctricos polares
constituidos por moléculas orientadas eléctricamente, diédéctricos no polaresen los
gue las moléculas tienen un momento dipolar nulo cuando sobre ellas no actian campos
externos. Los primeros no presentaran usualmente un efecto macroscépico neto de forma
espontanea, porque el estado de minima energia coincide con aquel en que las orientaciones
de los dipolos elementales son arbitrarias, y el efecto global se cancela. La presencia de un
campo exterior es lo que provoca una orientacion preferente de los dipolos en la direccion
del campo, y un efecto macroscopico medible. En el caso de los dieléctricos no polares, un
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campo exterior puede todavia producir un desequilibrio microscépico de las cargas, con lo
gue provoca simultdneamente la creacién y la orientacion de los dipolos, con efectos netos
apreciables.

En una primera aproximacion, el simple modelo que se acaba de bosquejar es
suficiente. Es claro, sin embargo, que existiran moléculas o cristales elementales cuyo
comportamiento eléctrico deba caracterizarse mas cuidadosamente, por ejemplo con la
inclusion de cuadripolos elementales.

En teoria de campos estamos interesados en el estudio de los efectos macroscépicos,
sin animo de averiguar con detalle lo que ocurra a escala atébmica o molecular. De hecho, el
modelo atémico, por su naturaleza discreta, es el modelo opuesto a la teoria de campos
clasica que, por definicion, sélo trata con medios continuos. Por esto un atomo, una
molécula, un portador de carga, o un grupo pequefio de ellos, no tienen una consideracién
particular. Es mas, ni siquiera se consideran, puesto que no son capaces de producir efectos
apreciables a escala macroscopica.

Cuando tomamos un diferencial de volumen o de superficie en un material
dieléctrico se asume qa¢ niumero de dipolos elementales contenidos en él es muy elevado
Las consideraciones que se hacen referentes al modelo atémico son las necesarias para
construir un modelo Gtil y realista, que proporcione resultados validos macroscépicamente.

La consecuencia de lo anterior es que sélo tratamogatores mediosle campo, o
de potencial, existentes en los diferentes puntos del medio material, pero que desde luego no
coinciden con los valores del cammécroscépicoo campo localque pueda haber en dichos
puntos. Es, por otra parte, el campo medio, 0 campo a escala macroscopica, el que tiene
interés, pues el campo local sera una funcion complicada de la posicion, cuyas fluctuaciones
tienen poca relevancia para nuestro estudio.

1.2.1 Vector polarizacion

Consideremos un diferencial de volumen en un medio dieléctrico polar. En su
interior existen numerosos dipolos elementales (microscépicos) con orientaciones arbitrarias.
La suma de todos los momentos dipolares microscopicos es un diferencial de momento
dipolar.

dp= Z n (1.45)

Cuando el medio esta inmerso en el seno de un campo eléctrico, los dipolos
elementales se orientan en la direccion del campo. La inspeccion del momento dipolar
diferencial de los diferenciales de volumen nos da informacién de la presencia y del valor del
campo eléctrico total que esta actuando sobre el material. Se define el vector polarizacion
como la densidad de momento dipolar por unidad de volumen.
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g
B(F) = KF: (92 (1.46)

Esta magnitud define completamente el estado de polarizacion del medio, en la
misma medida que el momento dipolar es una caracterizacion completa de un dipolo
elemental. Es un campo vectorial definido en todo el volumen del dieléctrico, que tomara
habitualmente diferentes valores en los diferentes puntos del material, ya que el estado de
polarizacién no tiene por qué ser uniforme. En figura 1.27 se representa esquematicamente
todo lo anterior.

Fig. 1.27 Dieléctrico polarizado por efecto de
un campo eléctrico exterior

El dieléctrico polarizado contribuye al campo total por efecto de la orientacion
mayoritaria de los dipolos elementales. La contribucién del dieléctrico se puede obtener
mediante el vector polarizacién de acuerdo con las expresiones (1.43) y (1.46):

do(F) = -
qo( ) 47-150 |I7_I:>:|3 47-150 |l7_r-r|3

de donde resulta:

dv’ (1.47)
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Obsérvese que el potencial dado por la ecuacién (1.47) no es el potencial presente en
el espacio, sino Unicamente la contribucién del dieléctrico, del mismo modo que el campo
eléctrico que se deduzca de éste no serd el campo total presente, sino una parte de él.
Conviene resaltar que en el equilibrio el dieléctrico estd también, en cierta medida,
autopolarizado, y unas zonas del medio influyen en las restantes para dar lugar a la

polarizacion final, pero todo ello esta incluido en el veB(a) .

1.2.2 Relacién entre el vector polarizacion y el campo eléctrico. Tipos de dieléctricos

En Electrostatica -al igual que en multitud de situaciones que se veran mas adelante
durante el curso, incluso cuando se consideran casos con variacion temporal- buscamos
siempre el estudio de las interacciones eléctricas en el equilibrio, o en estado estacionario. En
el caso de los dieléctricos ocurre que, cuando son polarizados por un campo exterior, las
diferentes partes del medio ejercen entre si una influencia recipmdaportante no es,
por tanto, la magnitud del campo externo que comenzo el proceso de polarizacion, sino el
campo global que finalmente se establece en cada punto del medio

La magnitud del efecto de polarizacion dieléctrica depende del tipo de material
considerado. En medidimeales, homogéneos e isétromesescribe:

P(F) = &,X, E(F) (1.48)
donde X, (“chi sub-e”) es la susceptibilidad eléctrica del medio, adimensional y positiva.

En mediosinhomogéneose mantiene la misma relacién, pero la susceptibilidad es
funcion de la posicionX, =X, (F).

En los llamados mediemnisétroposcomo son los materiales cristalinos no cubicos,
las peculiares fuerzas de ligadura existentes en su estructura condicionan la magnitud del
efecto de polarizacién, de forma diferente segun la direccion del campo polarizador. Existen,
entonces, direcciones de facil y de dificil polarizacion. Para caracterizar estos medios, la
susceptibilidad se convierte en un tensor. En medios anisétropos lineales tendremos:

P Xz Xaf]

Xe=WXan Xaz Xodd (1.49)
a1 X2 Xs

y los vectoresP y E no son paralelos en general.
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Por fin, en medioso linealesla polarizacion varia fuertemente en funcion de la
intensidad de campo aplicado, y no existe una relacién sencilla entre el campo eléctrico y el
vector polarizacion:

P(7) = e,Xo(E(F)) E(F)

En este tipo de medios, de creciente interés tecnolégico, suele desarrollarse la
funcién de susceptibilidad alrededor del pugte 0 mediante una serie de Taylor:

R =80(Xij E+XxBE &K +tX EE E"')

donde los subindicesj , k, | (= 1,2,3) denotan las diferentes componentes. En la expresion
de arriba se han omitido los sumatorios sobre los indices mudpsy (k; j, k y I,
respectivamente). La aparicion de tensores de diferentes érdenes indica anisotropia.

En adelante nos limitaremos al caso mas usual de medios lineales e is6tropos.

El estado de polarizacion de un dieléctrico esta determinado por el vector
polarizacién. Sin embargo, este vector no sera usualmente un dato conocido desde el
principio, por lo que debemos desarrollar con mas profundidad la teoria para poder
enfrentarnos a problemas reales. Con este objetivo se introduce la consideracion explicita de
las densidades de carga propias del dieléctrico, esto es, las que constituyen los dipolos
inducidos en el material, que se denominan densidades de carga ligada. El trabajar con estas
densidades de carga no reporta beneficios, usualmente, en problemas précticos, porque,
como veremos mas adelante, se han desarrollado herramientas mas directas y poderosas,
pero sirven para cimentar la teoria en que se basan esos otros métodos.

Una porcién de dieléctrico puede considerarse constituida por un continuo de

dipolos elementales, tal como se ha explicado, pero también como una agrupacion de carga
eléctrica. Para verlo realizamos el siguiente desarrollo.

Se cumple en generall E(QU A) =OYOA+YOOA. Apliquemos esa relacién para
el caso particular en que:

lﬂ(f')=ﬁ y A(F')=P(F)

obtendremos, con el operador actuando sobre las variables ‘prima’:

O
D'[%

o

(7! |:| P! DT
(r ) %: r-r 5 Df)r(l—;r)_'_ 0P (r )
_|7"| |F_r7'r|

!
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en donde se utilizo la relacionl’ G—— =
F=r | |r_r'

De todo ello, utilizando la ecuacion (1.47), resulta que el potencial producido por el
dieléctrico polarizado es de la forma:

1 P(r') O’ 1 -OP(r")
47150.[5' =7 4TEOIV' F=r|

Q(r) =

dv’ (1.50)

Este resultado es importante, porque nos dice que un dieléctrico polarizado puede
caracterizarse equivalentemente mediante dos magnitudes relacionadas con el vector
polarizacién, que son:

P(F) Mg = 0, ()

. (1.51)
—HP(r) = p,(F)

y que se denominan, respectivamemtensidad superficiay densidad volimica de carga

ligada (bounded)De la ecuacion (1.50) es inmediato ver que tales magnitudes realizan el

papel de verdaderas densidades de carga, y un estudio mas detallado, que aqui no haremos,

nos demostraria que tales densidades existen y son resultado de la polarizacién del medio.

1.2.3 Ley de Gauss en medios dieléctricos. Vector desplazamiento eléctrico

El hallazgo de las densidades de carga ligadas tiene un interés conceptual y tedrico
elevado, aun cuando en problemas practicos pueden no utilizarse. En este apartado las
incluiremos para generalizar la ley de Gauss a aquellas situaciones en las que intervienen
medios dieléctricos junto a otras distribuciones de cargas libres.

Consideremos una superficie cerrada que contiene en su interior un medio
dieléctrico, en el que, a su vez, se ha introducido una distribucién de cargas libres. Por lo
dicho hasta ahora es claro que las cargas libres produciran un campo que polarizara al
dieléctrico, y que esto provocara la aparicion de ciertas densidades de carga ligada en el
medio. La ley de Gauss aplicada sobre la superficie debe escribirse ahora en la forma:

f E(r) [&s = QY (1.52)
S go

dondeQ; y Q,son las cargas totales libres y ligadas contenidas en el interior de la superficie
considerada. Escrita en forma diferencial, tendremos, para cualquier punto del interior la
relacion:
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OF = ™ (1.53)

de donde podemos escribir:

e JE = p; +(-0CP)

DE(50E+ f’)zpf

La magnituc ,E + P resulta ser extremadamente (til, porque esta estrechamente

relacionada con el campo eléctrico, pero su divergencia, a diferencia del propioEcampo
s6lo depende de la densidad de carga libre. Se define el vector:

D=¢g,E+P (9@9 (1.54)

denominadovector desplazamiento eléctricp que resulta de gran utilidad para tratar
problema en los que intervienen medios dieléctricos.

La relacion entre el campo eléctrico y el vector polarizacion viene dada por la
susceptibilidad del medio, segun se escribi6 en la ecuaciéon (1.48). Sustituyendo en la
ecuacion anterior llegamos a:

D(F) = &(1+ X)E() (1.55)
con lo que la relacion entre el vector desplazamiento y el campo es todavia mas evidente. Se
define:
g, =1+x, (1.56)

como la permitividad relativa o constante dieléctrica del medio, y

£ =&, ( %) (1.57)
como su permitividad dieléctrica.

El vacio tiene susceptibilidad eléctrica nula y constante dieléctrica unidad. En el aire
la susceptibilidad es despreciable y su constante dieléctrica se toma también la unidad en la
mayoria de las situaciones. Los medios liquidos y soélidos tienen susceptibilidades
apreciables y su constante dieléctrica es siempre mayor que uno.
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El vector desplazamiento puede escribirse entonces en la forma:
D(F) = €E(F) (1.58)
Y la forma general de la ley de Gauss se escribe:
OD(F)=p (1.59)
donde se sobreentiende ques Unicamente la densidad de carga libre. O en forma integral:

jis DS = (1.60)

dondeQ es la carga total libre encerrada por la superficie.

Ejemplo 1.20: Una esfera conductora de radio a posee una carga neta Q, y esta

rodeada de una cubierta esférica de material dieléctrico, @ 9 y grosor d.
Calcular el campo eléctrico en todo el espacio.

Sabemos que, por la simetria del problema, la carga libre se ha de distribuir
uniformemente por la superficie conductora esférica.

A

Q

g =
Ocond cond|, =5 47Ta2

El campo producido por la carga
b libre polariza la cubierta dieléctrica, y
a apareceran cargas ligadas.

Si trabajasemos con el campo
tendriamos que tenerlas en cuenta. La
forma de ignorarlas es utilizar el vector
€€, desplazamiento al aplicar la ley de

Gauss.

v

Fig. 1.28

Es claro queD(F) = D, (r)r en todo el espacio.
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a<r<b

fs DS = D (r)4mr® =

:QfS:Q
_Q
D () a2
- D _1 Q .
E(r)_soer ~ 9g, 4mr?
b<r

Queda exactamente igual en cuantoD&’). El campo eléctrico en el
exterior resulta:
1 Q

g, 4rTr

E(T) = f

2

Ejemplo 1.24 (Continuacion): Obtenga el vector polarizacion y las densidades de
carga ligadas del dieléctrico en el ejemplo anterior.

Tan s6lo debemos aplicar las férmulas correspondientes:

S = he_8 Q
P(r) =g XeE=¢,(e, —DE = Py f
B . 8Q 4 1 o, (r=h)
P = 0P =g =0 <>¥
\ pb(I’)ZO
- 8 Q o
Oy(r=a) =P, = " 94ma? »
o )
o (r=b)=PR| __ =3
° |r_a 9 4mb? o,(r=a)
Fig. 1.29
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Observe que el campo creado por las cargas ligadas se opone al campo
polarizador. Esta situacion es habitual, por lo que en ocasiones se habla de campo
despolarizadar
Volveremos mas adelante sobre problemas practicos en los que intervienen medios

dieléctricos. Veamos ahora algunas cuestiones adicionales.

Conservacion de la carga en medios dieléctricos

Si un medio dieléctrico no posee carga neta es claro que no la adquirira por el sélo
hecho de polarizarse. En consecuencia, la carga ligada total debe ser cero. Esta afirmacion se
prueba inmediatamente:

Q =IV py(F)dv +fs o ,ds= —J'V OoP dv+j>'S Pnd=s0

pues ambas integrales son la misma, por el teorema de la divergencia.

Relacién entre la carga libre y la carga ligada

Las densidades superficiales de carga ligada aparecen siempre que se polariza un
dieléctrico, como consecuencia de la terminacién abrupta del .nediensidad volimica
de carga ligada es, sin embargo, un efecto excepgiana no se da en los casos mas
usuales. ‘Grosso modo’ puede adelantarse que la densidad volumica aparece siempre y
cuando se rompa la homogeneidad del medio, sea por su propia estructura, o por la inclusiéon
de cargas libres.

Pueden probarse las siguientes relaciones:

» En medios homogéneos:

g -1
Py (F) = P () (1.61)

r

* En medios inhomogéneos:

. gr -1 . 80 . =
p(r) = ==—p, (") - 0, O)E() (1.62)

r r
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En el primer caso s6lo podremaos encontrar carga ligada volimica en aquellos puntos
del medio donde se haya introducido carga libre. En medios no homogéneos se induce carga
ligada volumica por la propia variacién de la permitividad.

1.2.4 Ecuaciéon de Poisson generalizada

La relacion diferencial entre el potencial eléctrico y las cargas cuando se trabaja con
medios dieléctricos sera, en cualquier situacion:

[
N2p=-—=> (1.63)
EO

Pero esta relacion es poco util, porque la densidad volimica de carga ligada no sera
conocida.
En el caso de que nuestro medio sea homogéneo (utilizamos la ecuacion (1.61))
obtendremos:
Ps Ps

chp=—£ i (1.64)
r 0

Y por udltimo, en medios inhomogéneos, la ecuacion de Poisson tiene una forma mas
complicada:

) 1 Ps
O%p +£—D£r Me = S (1.65)

Ejemplo 1.25:Una carga puntual de valor g, situada en el origen de coordenadas,
esta rodeada de un dieléctrico inhomogéneo, cuya permitividad es:

s,(r):z—%

gue ocupa un volumen esférico de radio a. Obtenga el potencial eléctrico dentro y
fuera del dieléctrico.

La carga puntual polariza al dieléctrico. Como éste es inhomogéneo debe esperarse,
en general, que se induzca una cierta densidad voliumica de carga ligada. La
resolucion mediante la ecuacion de Poisson resultaria complicada (Ec. 1.65).

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



1 Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estaticas 69

Aprovechamos la simetria esférica del problema para utilizar la ley de Gauss:
D(F) =D, (r)r

Esto es aplicable tanto en el
dieléctrico como fuera de él. Tomamos
superficies gaussianas esféricas, y la
carga libre contenida en ellas no varia
con el radio, por lo que resulta:

= q .
D(r) = f
) 4rr?

en todo el espacio. Fig. 1.30

El campo eléctrico sera:

- 1 q
E(r) = f 0O<r <a
(") (2-"4)¢, 4mr?
- 1
Ef)=———f r>a
&, 4mr

A partir del campo puede obtenerse el potencial, mediante la relacion:

Q) = ~[E[@r :
1
o) =——— r>a
&, 4
g 1
o0 = £(6+ IN(%a-r) - 28)  r<a

Como ejercicio adicional puede comprobarse que la ecuacion de Poisson en el medio
dieléctrico resulta:

d2¢+ 4a-3r do _
dr2 r(2a-r)dr

y que la solucion obtenida la satisface.
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1.2.5 Energia electrostatica en presencia de medios dieléctricos

En el apartado 1.1.11 se tratd sobre el tema de la energia almacenada por las
distribuciones de carga en el vacio. El proceso seguido para llegar a las expresiones
matematicas que nos dan cuenta del valor de esa magnitud fue el de ir formando la
distribucion de carga desde una situacion inicial de méaxima dispersion e ir contabilizando los
aportes de energia que se precisan, hasta alcanzar la situacion final.

Cuando intervienen medios dieléctricos la situacion se complica por la aparicion de
las densidades de carga ligada. En una primera aproximacion podriamos tratar de repetir la
metodologia anterior, partiendo de un sistema de cargas puntuales para extender el resultado
a un continuo de carga.

Si consideramos un medio dieléctrico homogéneo, que ocupa todo el espacio, y
vamos situando, una a una, cargas puntuales que traemos desde el infinito, se observara que
junto a cada carga puntual se forma una distribucién proporcional de carga ligada, segun la
relacion que se dedujo para dieléctricos homogéneos (Ec. 1.61):

_ & -1
Pu(F) =~ p¢ (7)
Er
. ) g -1
En el caso de cargas puntuales esta relacion se conviertg®ri——(,, que
€

r

indica que junto a cada carga puntual libre aparece una carga puntual ligada.

El efecto de estas cargas puntuales adicionales es el de reducir el valor efectivo de la
carga original, disminuyendo el valor del potencial y del campo creado por ésta en sus
inmediaciones. Al traer nuevas cargas puntuales el potencial que se opone a ellas sera el
potencial conjunto creado por las que llegaron previamente y sus cargas ligadas respectivas.
Este razonamiento puede extenderse a un continuo, y la energia final del conjunto resulta:

0= o1 (00
=2 J, pr Moy

donde la influencia del dieléctrico se reflejara en el valor del potencial.

En un caso mas realista, en el que el dieléctrico esté limitado espacialmente y pueda
ser inhomogéneo, la situacion es, sin embargo, basicamente la misma: al realizar los aportes
de carga libre apareceran carga ligada superficial y carga ligada volumica, en puntos
diferentes a aquellos en que se sitla la carga libre, pero el resultado debe ser el mismo, con la
Unica excepcién de tener que incluir carga superficial libre en caso de que exista:

1

_1 Y o(F\dy + 1 Y 0(Fd
U=, peMo)dv+ [ o () e)ds (1.66)
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A partir de ésta Ultima expresion, y procediendo analogamente a como se hizo en el
apartado 1.1.12, obtenemos:

u—E DCEd 1.67
—Zjvoo v (1.67)

gue es la expresion comunmente utilizada.

1.2.6 Sistemas de conductores. Condensadores

Sea un sistema formado por varios conductores, no conectados entre si, situados en
el vacio, y de geometrias arbitrarias. $@da carga neta de cada conductor. Podemos
imaginar que habra conductores sin carga y otros cargados, y, dentro de éstos, unos tendran
carga positiva y otros carga negativa. La solucion del potencial en el espacio entre los
conductores es una cierta funcigm), que satisface la ecuacion de Laplace en el espacio,
donde suponemaos que no hay carga, y las condiciones de contorno en cada conductor. Si
alteramos la carga original en un conductor, por ejemplo multiplicando su valor por un cierto
factork, variara el potencial en todo el espacio y también en todos los deméas conductores.
Pero ¢ de qué manera?

La respuesta se sigue de atender al teorema de unicidad del potencial y al principio
de superposicién, aplicable también a los potenciales.

Para ello debemos partir de una situacién inicial hipotética en que solamente uno de
los conductores posee carga neta, por ejemplo el conductorQ; culombios. Suponiendo
gue efectivamente ocurre asi escribamos el potencial como:

o) =0,()+Y 0,0

IE]

dondeq(r) es el potencial producido en todo el espacio por el conductor cargadapyrjos

son los potenciales individuales creados por cada uno de los otros conductores, los cuales, a
pesar de no poseer carga neta, también contribuyen al potencial total, porque aparecen
densidades superficiales de carga debido al influjo del conductor cargado. Multipliquemos
ahora la carga del conducigwor un factok. Ocurre que la funcion

ko(r) =k, (1) +k> ¢,(T)

JE3]

también satisface la ecuacién de Laplace porksgna simple constante. Respecto a las
condiciones de contorno tendremos que si el potencial se ha multiplicad@ipimnces el
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campo también aparecera multiplicado por ese factor, y la densidad de carga en los
conductores sera ahora:

0|, = &KEL|

pero esto es coherente en el caso del conductor cargado, y también en los demas, cuya carga
neta seguira siendo cero.

Como todas las condiciones se satisfacen y la solucion al problema del potencial es
Unica debe concluirse que esa es la solucién. Este razonamiento podria aplicarse
sucesivamente a todos los conductores, tomandolos uno a uno como el Unico conductor
cargado del sistema. La solucién final seria la suma de las soluciones parciales pensadas en
esta forma.

La conclusién que se sigue es que si multiplicamos por un cierto factor la carga de
un conductor entonces la contribucibn que ese conductor tiene en la construccién del
potencial total, y, en particular, su contribucién al potencial de los otros conductores, se

multiplica por el mismo factor. De alli que el potencial en cada conductor debe poder
escribirse como:

¢ =2mQ (1.68)

dondepj son los coeficientes de potencial. La expresion anterior afirma que para cada
conductor debe ser posible encontrar unos coeficientes tales que multiplicados por las cargas
netas del sistema nos den su potencial.

La expresion (1.68) podria escribirse al revés, invirtiendo la matriz:

Q=69 (1.69)
J

A los nuevos coeficientes se les denomina coeficientes de capacidazl j(9i 0
coeficientes de induccién electrostati¢a j ).

Todos los coeficientes mencionados en este apartado dependen exclusivamente de la
geometria del sistema de conductores. En el caso de incluir dieléctricos lineales en el sistema
los coeficientes variaran, pero la situacion sera esencialmente la misma.
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Sistemas de dos conductores. Condensadores

Particular interés practico tiendos sistemas constituidos por dos conductores, y
donde uno de ellos esta rodeado por el otfmrman entonces un condensador. La
particularidad es que la diferencia de potencial entre ambos no puede ser modificada por las
variaciones de carga en un tercer conductor externo, sino que éstas afectaran
simultdneamente a los dos en la misma medida.

Los condensadores se utilizan para almacenar carga de forma transitoria en los
circuitos eléctricos. La carga almacenada es proporcional a la diferencia de potencial entre
sus armaduras, y la constante de proporcionalidadcepéeidaddel condensador.

Q=CAp=2CV, C= % (F) (1.70)

Q es la carga neta de uno de los conductores. En el otro debera ser -Q, como puede probarse
facilmente. En el caso de incluir dieléctricos lineales entre las placas que forman el
condensador la expresion anterior seguira teniendo el mismo significado. Las posibles cargas
ligadas en el dieléctrico no constituyen propiamente carga almacenada por el condensador,
ya que no es carga extraida del circuito al que esta conectado. La carga ligada influiria no
obstante en atenuar el campo interno del condensador, y entonces con menor diferencia de
potencial aplicada el dispositivo puede almacenar la misma carga. Por tanto la inclusién de
dieléctricos en los condensadores aumenta su capacidad, de forma proporcional a su
constante dieléctrica.

Las geometrias mas tipicas de los condensadores y su capacidad se muestran a
continuacion.

S=axb
Condensador ,/ abe
plano C= d
[ d 2
(a,b>>d)
Condensador
cilindrico c= 2TE |
T Inb
(I>>b-a) In%
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Condensador € ATE

esférico @ C= -

Fig. 1.31

La energia almacenada por un condensador puede obtenerse mediante la expresion
(1.67) una vez calculados los campos presentes, pero es bien sabido por teoria de circuitos
gue existe una expresion mas simple si se conoce la capacidad, y es:

1 2
U=-cCcv
2

Cuestiones de repaso:

1) El campo electrostético tiene siempre su origen en cargas positivas y el final en cargas
negativas (o en el infinito). Explique cudl es la razon fisica de ese hecho.

2) ¢ Qué condiciones se precisan para que en una determinada situacién podamos utilizar la
ley de Gauss para el calculo directo del campo eléctrico?

3) ¢Cdmo disminuye el campo eléctrico creado por las siguientes distribuciones de carga a
medida que nos alejamos de ellas: a) un plano infinito de carga; b) un hilo infinito; ¢) una
esfera cargada; d) un dipolo; e) un cuadripolo? Considere densidades homogéneas en las
tres primeras.

4) El hecho de que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada sea nulo no
implica que el campo deba ser nulo en todos los puntos de la superficie, ni en el volumen
encerrado por ella. Dé ejemplos reales que lo confirmen.

5) Si nos desplazamos sobre una superficie y medimos un potencial eléctrico

constantemente nulo sobre ella, ¢,qué podremos afirmar acerca del campo eléctrico en los
puntos de esa superficie?
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6) ¢La densidad de carga superficial libre sobre un conductor debe tener el mismo signo en
cualquier punto? Demuéstrelo en caso afirmativo o proponga un contraejemplo en caso
negativo.

7) En un conductor no podemos fijar a la vez la carga neta y el potencial, porque cualquiera
de esas dos magnitudes condiciona el valor de la otra. Busque ejemplos sencillos que
sostengan esa afirmacion.

8) Los conductores (con carga neta nula) ¢ atraen a las cargas eléctricas?

9) ¢En gue situaciones es adecuado el método de las imagenes para el célculo del potencial?
¢, Qué se precisa para poder aplicar ese método?

10) El vector desplazamiento eléctrico ¢ depende de las densidades de carga ligadas? O dicho
de otro modo, ¢ depende de los medios dieléctricos presentes en las inmediaciones?

11) Habitualmente no se incluyen explicitamente las densidades superficiales de carga en las
ecuaciones diferencialatel campo o del potencial (Gauss y Laplace). ¢De qué modo se
tienen entonces en cuenta al resolver los problemas por esos métodos?

12) ¢ Podria en algun caso ser negativa la susceptibilidad eléctrica de un material?
13) En determinados medid3 y E no son necesariamente paralelos. ¢ En cuéles?

14) Los dieléctricos (sin carga neta) ¢ atraen a las cargas eléctricas de sus inmediaciones?

15)¢Como se obtiene la energia potencial de un dieléctrico polarizado por un campo
exterior?

16)La presencia de un dieléctrico provoca siempre una disminucion de la intensidad de
campo eléctrico respecto a la misma situacién sin dieléctrico (se supone en los casos en
que el dieléctrico no altera la distribucion de lineas de campo previa). ¢, Por qué?

17)Un condensador con una geometria y unas dimensiones dadas aumenta su capacidad
proporcionalmente a la constante dieléctrica cuando introducimos un dieléctrico
homogéneo entre sus armaduras. ¢ Por qué?

18)Un condensador con un dieléctrico no lineal entre sus armaduras no responderia al

concepto tradicional de condensador (aunque podria tener gran utilidad préactica) ¢ Por
qué?
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1.3 El campo magnetostatico en el vacio
1.3.1 Introduccién

Un fenémeno fisico se llama estacionario cuando estd en equilibrio -puede
permanecer indefinidamente en esa situacién si no intervienen otros factores externos- pero
de tal manera que algunas variables macroscépicas varian en el tiempo. Tal es el caso
habitual en el que se habla de campo magnético en condiciones estaticas, o de campo
magnetostatico. A diferencia de lo que ocurre en Electrostatica ahora debemos considerar
las cargas eléctricas en movimieny@ quees en esa situacién cuando producen un campo
magnético o detectan su presencla primera experiencia cientifica equivalente a la
atraccion o repulsion entre cargas eléctricas (ley de Coulomb) dentro del magnetismo fue
realizada por Oersted, quien comprobo la existencia de fuerzas entre hilos conductores largos
cuando ambos eran recorridos por corrientes eléctricas, en 1820. Sin embargo el fisico danés
no comprendié ni supo formalizar en una expresion matematica el fenomeno que alli
sucedia.

—
FlZ FZl FlZ

Fig. 1.32 Atraccion y repulsion entre corrientes constantes
debido a interacciones de tipo magnético

Oersted observé también que cuando una corriente suficientemente intensa
atravesaba una superficie en la que se habian espolvoreado limaduras de hierro, éstas se
orientaban formando circulos concéntricos alrededor del hilo. Ahora sabemos que las
limaduras estaban dibujando el campo magnético producido por la corriente eléctrica, pero
en aguel momento no se encontrd explicacion satisfactoria.

Las fuerzas de atraccidn y repulsibn magnéticas se conocian desde la antigliedad,
debido a la existencia de minerales con propiedades magnéticas, que se comportan como
imanes intrinsecos. De igual manera, el campo magnético terrestre propiciod la invencién de
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la brdjula en el siglo XVI. Sin embargo, el mismo nombre castellano de “brdjula” sugiere el
desconocimiento real que se tenia y el halo de misterio que tales fenbmenos despertaban en
nuestros antepasados. A principios del siglo XIX los cientificos no estaban mucho mejor en
cuanto a la comprensién global de los mismos.

Ampére dedujo la férmula matematica ldefuerza entre circuitos de corrientel
equivalente magnético de la ley de Coulomb:

. u

dl, x (dl, x (F, = F,))
FZl:ﬁlllszlfCQ 2 : —

3 (1.71)
| - rﬂ1|

donde 4 es la permeabilidad magnética del vacio, de valorx 10"’ (%). Cada

diferencial de circuito por donde circula una de las corrientes interacciona con un diferencial
cualquiera del otro circuito. Eso seria suficiente para caracterizar una fuerza entre
diferenciales de longitud; sin embargo, la continuidad de las corrientes precisa de la
consideracion de los dos circuitos completos.

1.3.2 Densidad e intensidad de corriente. Ley de Ohm

En teoria de campos electromagnéticos trabajamos basicamente con magnitudes
definidas en amplias zonas del espacio, como son los campos escalares o vectoriales, y
tratamos de establecer las relaciones que existen entre ellos. La corriente eléctrica no es una
excepcion. Usualmente precisaremos conocer no sélo la cantidad de carga eléctrica que
atraviesa una determinada seccion de conductor por unidad de tiempo, sino también la
manera en que se distribuyen espacialmente esas cargas en movimiento. La densidad de
corriente proporciona esa informacion. Su relacion con la carga eléctrica es:

IN=p00 (92 (1.72)

cuando es una densidad volumica de carga la que se desplaza a cierta velaadad
lugar a la corriente eléctrica. Se habla entoncetedsidad volumica de corriente

Mas habitual es el caso en que la corriente esté producida por una densidad
superficial de carga:

i =o@yv () (1.73)

y se denomina entoncdsnsidad superficial de corriente.
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Otro modo alternativo de escribirla es en funcién de la concentracion de portadores
libres por unidad de volumehl. Asumimos que la velocidad de las cargas puede variar de
un punto a otro del volumen considerado, y resulta:

im=Naun () (1.74)

dondeq es la carga de cada portador.

Se denomindntensidad de corriental flujo de carga eléctrica que atraviesa por
unidad de tiempo una seccién determinada del medio. Se escribe:

1N =[Imms () (1.75a)
0, para el caso de densidades superficiales (laminares) de corriente:

1, = Jg(rymdl  (A) (1.75b)

Fig. 1.33 Densidades de corriente volumica y superficial

Con los subindices S y L se quiere indicar que la intensidad de corriente ha de estar
siempre referida a una seccién particular. En problemas circuitales se sobreentiende que nos
referimos a la seccion del circuito. En otros casos mas generales debe explicitarse, si es que
no existe una seccion claramente definida. La intensidad de corriente se escribe también de
la forma:

_da

| =
dt| ¢

(1.76)
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donde se expresa la relacién entre el diferencial de dargeel intervalo temporadt que
tarda en atravesar la seccion considerada.

Origen fisico de la corriente
Las cargas eléctricas se desplazan debido a dos causas principales:

i) el cuerpo en el que estan situadas las cargas se mueve;
i) las cargas libres de un medio conductor son arrastradas por un campo eléctrico.

En el primer caso se habla de corrientesalerecciony en el segundo de corrientes
deconduccién Estamos interesados principalmente en el segundo tipo.

Las corrientes de conduccion obedecenleyiae Ohm

j=gE (1.77)

dondeg es la conductividad del medio, y cuyas unidades (%Dm) Habitualmente se

expresa la conductividad con la letra grieggero no utilizaremos de momento ese simbolo
para que no haya confusion con la densidad superficial de carga.

La conductividad es una caracteristica propia de cada material, y puede variar de
forma apreciable con la temperatura del medio. Depende a su vez de otros dos parametros,
como son la movilidad de los portadongs,y su densidad volumica:

g=Hp (1.78)
Utilizando esta expresién en (1.77) y comparandola con la (1.72) tenemos:
V=uE (1.79)
que se denomingelocidad de arrastrele los portadores. En realidad, no se corresponde con
la velocidad fisica de los portadores, ya que éstos estan sometidos a un movimiento térmico
aleatorio, sino que se trata devtdocidad media en la direccion predominargae da lugar
a una corriente macroscoépica apreciable. Habitualmente la velocidad de arrastre no supera el
orden de los cm por segundo.
Ocurre que, aun estando sometidos a un campo eléctrico constante, los portadores de
un medio conductor no pueden acelerarse indefinidamente, debido a los choques que sufren

entre si y con los atomos del medio. Esa resistencia a su avance puede modelarse como un
rozamiento viscoso, y es lo que lleva a una velocidad limite, que es la velocidad de arrastre.
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La conductividad varia con la temperatura. En el casmeldios conductoresl
efecto de un aumento de la temperatura es el de incrementar la agitacion térmica del medio,
lo que hace aumentar el nimero de choques de los portadores por unidad de tiempo.
Consecuentemente su movilidad y la conductividad disminlgremedios semiconductores
ocurre lo mismo pero ahora es mas importante el incremento de pares electron-hueco, por lo
gue el efecto neto de un incremento de temperatura es el aumento de la conductividad.

1.3.3 Ecuacion de continuidad. Corrientes estacionarias

Cualquier tipo de corriente eléctrica produce un campo magnético en sus
inmediaciones. Por el momento nos interesa consideraotaraquellas corrientes que no
producen acumulacién ni vaciamiento de carga en las secciones del conductor por las que
fluyen A tales corrientes se les denoméastacionarias

Considérese un tubo de corriente como el representado en la figura 1.34, por el que
circula una cierta densidad volumica. Evaluaremos el efecto que tiene sobre las cargas del
medio el paso de dicha corriente.

Fig. 1.34

El flujo de corriente a través de la superficie que rodea a la porciéon de conductor
elegida es:

f, Jrs=[ 0 ds+[ ITp ds+ [ Tp ds

Si asumimos que la densidad de corriente es tangente a la superficie lateral en todo
punto del volumen considerado y perpendicular a las secciones circulares tendremos:
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ijEd”sszdg—I Jdlsz—%Qv (1.80)

puesto que si existe alguna diferencia entre la corriente que atraviesa la segunda superficie y
la que atraviesa la primera debe haber una variacién neta de la carga en el @jumen,

Una corriente que arrastra constantemente la misma carga a través de las diferentes
secciones por las que fluye se denongistacionariay no hay variaciones de la carga a su
paso. Tales corrientes se caracterizan por la expresion:

fs Js=0 OS (1.81)

La expresion méas general siguiendo el razonamiento anterior, para cualquier tipo de
corriente, sea 0 no estacionaria, es:

- d d -
fs J [dg—‘an = _afv p(F)dv

y de ahi resulta:

—— dp(r)
fSJ[ué——J'V ot dv (1.82a)

qgue se denominacuaciéon de continuidadPor aplicacion del teorema de la divergencia se
obtiene la forma diferencial de esta igualdad:

. ap
0 =-— (1.82b)
ot

y, de ahi, que una corriente estacionaria se caracteriza por cuniplie O .

1.3.4 Ley de Biot y Savart

Una carga puntual que se mueve con velocidan el seno de un campo magnético
exterior sufre una fuerza magnética cuya expresion, debida a Lorentz, es:

F, =qVXx B, (1.83)

ex
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La fuerza entre circuitos de corriente de Ampére (Ec. 1.71) puede expresarse
también de un modo equivalente tomando diferenciales de uno de los circuitos de corriente,
gue pasamos a considecamo inmerso en el campo magnético creado por el otro

dF,, =dg, %, x B = p(7) Sdywx B= I, dx B

dondeSes la seccion del circuito; y para que ambos enfoques coincidan el campo magnético
creado por el primer circuito, como se comprueba facilmente, debe escribirse en la forma:

(1.84)

gue se conoce con el nombreldsy de Biot y Savary que nos permite obtener el campo
magnético mediante integracion directa si conocemos las corrientes que lo producen.

La forma mas general de esta ley, en el caso de que no pueda hacerse la
aproximacion de corrientes filiformes, sino que ocupen una cierta seccion, sera:

B(r) = —L,—de' (1.85)

y la expresion de la fuerza ejercida sobre otra posible corriente situada en su seno:
F :IV J(F) x B(F) dv (1.86)

lo que no es sino una extension de la fuerza de Lorentz a todas las cargas en movimiento del
circuito.

De nuevo, entonces, estamos sustituyendo el concepto de fuerza a distancia entre
hilos o circuitos de corriente por el concepto de campo y de interacciones de los campos con
otros circuitos.

Ejemplo 1.26 Calcule el campo magnético creado por un hilo de corriente muy
largo por el que circula una intensidad de corriente I.

Tomaremos el origen de coordenadas sobre el propio hilo, a la altura del
punto donde tratamos de calcular el campo. La expresion general del diferencial es:
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L Mo Idlx(F =)

donde, siguiendo la notacién habitul:es el punto donde calculamos el campo;
" es el radiovector que apunta al diferencial de circuito considerado.

z Las expresiones de los diferentes términos
gue aparecen son:

=

=pp
':Z'2

=

F-r=(p2+2'2) 2

Cada diferencial de campo magnético
gueda de la forma:

Ho dZ |7 = 7'|senr

dB = )
. |r-r)?
: __ b
Fig. 1.35 donde sema = F=r
_ +o dz
El campo total resulta: B(F) = o —— ¢,
47'[ —00 (p2 + Zy 2)4
y tras resolver la integral:
_ 1
B(F) = Ho,y 2 ¢ (1.87)
2 p

Ejemplo 1.27 Utilice el resultado anterior para calcular el campo magnético
creado por un plano de corriente supuestamente infinito con una densidad de

corriente superficiald = J, z (Fig. 1.36).
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El problema podria resolverse directamente con una integracion completa del
plano de corriente (Fig. 1.36) siguiendo la ley de Biot y Savart para el caso de una
corriente superficial:

Sin embargo en el ejemplo anterior ya se realiz6 la integral segun el eje Z
para un hilo de corriente. Vamos a tomar el plano como formado por un continuo de
hilos de corriente diferenciales, e integraremos la contribuciéon al campo magnético
total de cada uno de ellos.

Ademas existe una simetria apreciable
al considerar la contribucion conjunta

de un par de hilos de corriente situados
a ambos lados del punto donde
realizamos el célculo.

Tomemos un punto del eje Y tal que:

—

r=yy

En la figura siguiente (1.37) se aprecia
que la contribucion neta del plano
debera tener una Unica componente, de
modo que podemos escribir:

dB, = |d§cosa
donde
.y
cosa =
IF—r|

Fig. 1.3@Plano de corriente

El resultado del ejemplo anterior nos permite escribir para un hilo diferencial:

LMo 1
R o F-Fl
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‘Y

Fig. 1.37 Cancelacion de las componentes del campo no paralelas al plano

El diferencial de intensidad serdt = J, dx' (razonelo), y la expresion del
diferencial de campo:

H dx
4B, = -~ 45—
2 (X' +y9)
y finalmente:
_ H
B(F) = :L?OT 3% (y>0,y<0) (1.88)

Al igual que ocurria en el caso del plano infinito de carga tenemos un campo
constante en todo el espacio, independiente de la distancia del plano al punto donde
se mida.

1.3.5 Caracter solenoidal del campo magnético

Las lineas de campo magnético siguen siempre trayectorias cerradas o, como en el
ejemplo anterior, que se cierran en el infinito. Un campo vectorial con esa propiedad se
denominacampo solenoidal

Si se compara ese comportamiento con el del campo electrostatico se llega a la
conclusion de que el campo magnético carece de un tipo de fuente generadora comparable a
las cargas eléctricas, en las que comienza o termina siempre el campo electrostatico. Esto
equivale a afirmar queo existen monopolos magnéticas lo que es lo mismacargas
magnéticas individualizableDebido al origen netamente experimental de toda la teoria
clasica del electromagnetismo debe concluirse que tal afirmacién no es un resultado tedrico,
sino una constatacién experimental. Pudiera ocurrir que en situaciones particulares llegasen a
encontrarse cargas magnéticas aisladas, y entonces la teoria desarrollada aqui deberia ser
modificada para tratar con esos casos.
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Mateméaticamenteel caracter solenoidal de un campo vectorial se pone de
manifiesto en que su divergencia es nula en todo p&ademos comprobarlo a partir de la
ley de Biot y Savart.

. H j(r) (r r (F-r)H
DEB(r):Z?[DEIV, - ) v =[,0 [@ - @d

F r'

aplicaremos la igualdad vectorial genéricaZ{A xB) =B xA - A (DB, y dos de los
términos que aparecen son:

Ox J(F') =0 , porque el operador actta sobrg no sobrel”" ;

— U
0 x ————==0, como para el campo electrostatico,

por lo que resulta:
OB(F) =0 (1.89)

Esta expresion es equivalente por el teorema de la divergencia a:
fs B(f)[@s=0 O Scerrada (1.90)

La ultima igualdad afirma quel flujo de cualquier campo magnético a través de
cualquier superficie cerrada es siempre nllma afirmacion asi ha de ser considerada como
un resultado fundamental del magnetismo y, de hecho, de toda la teoria electromagnética,
porgue ocurre que esta caracteristica se mantiene incluso en condiciones dinamicas, como se
vera en el proximo capitulo.

1.3.6 Ley de Ampere

A diferencia de lo que ocurria con el campo electrostatico, que es irrotacional
(conservativo), la circulacion del campo magnético a lo largo de una trayectoria cerrada no
es nula en general.

De acuerdo con la expresion de la fuerza magnética de Lorentz debe concluirse que
la fuerza que experimenta una carga movil debido a la presencia de un campo magnético es
siempre perpendicular a su trayectoria (a su velocidad instantanea) y, por tartaaupo
no realiza trabajo en ninglin momento sobre la carga
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= T L - _ L = _
J’C F,, Cdl -Ll F, Wdt= qﬁl (vx BOvdt=0

Sin embargo la circulacion d8 a lo largo de una trayectoria no se relaciona

directamente con el calculo del trabajoléyde Ampérestablece que la circulacién @ea
lo largo de un camino cerrado es proporcional a la intensidad de corriente que atraviesa la
superficie limitada por el camino:

fc Bl :“Ofs J s (1.91)

Por aplicacion del teorema de Stokes obtenemos la forma diferencial de esta ley:

OxB=p,d (1.92)

gue se ha de cumplir punto a punto en el espacio donde tales magnitudes estén definidas. La
ley de Ampere puede obtenerse por céalculo directo a partir de la expresion integral de Biot y
Savart. En esa deduccion se comprugba la ley dada por (1.91) y (1.92) se aplica
Unicamente al caso de corrientes estacionarias

Es interesante observar que en aquellos puntos del espacio donde no hay corrientes si
gue tendremos un campo magnético irrotacional. Para determinadas situaciones se aprovecha
ese hecho para definir un potencial escalar magnético, del mismo modo que en electrostatica.
No obstante, la utilidad de tal potencial es limitada y no se empleara aqui.

1.3.7 Célculo de B mediante la ley de Ampére en forma integral

Del mismo modo que se empled la ley de Gauss en electrostatica la ley de Ampére
puede servir como un camino rapido para encontrar el campo magnético en situaciones con
suficiente simetria espacial. Nuevamente es preciso que sepamos intuir a priori cuél sera la
direccidon del campo magnético y de qué variables pueda depender, para aplicar este método
con garantias.

Si existe una determinada trayectoria cerrada en el espacio, erBasjoenstante
en médulo y paralelo a cadt , entonces podemos escribir:

Bl =B§ di=BL=pu,[ JOds (1.93)
e e s

y el valor del campo magnético se obtiene inmediatamente.
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Ejemplo 1.28 Calcule el campo magnético creado por un conductor largo, de
seccion cilindrica y radio a, por el que circula una densidad de corriente
homogénea.

Por inspeccion de la expresion de Biot y Savart y de la geometria del
problema se puede deducir que el campo magnético sera de la forma:

B(F) = By (p) ¢

Tomaremos como circuito para
aplicar la ley de Ampére una
circunferencia centrada alrededor
del cable.

En la figura 1.38 se muestra el
circuito para puntos del exterior del
conductor.

di =pdp¢

J'C Bl = 2mmp B, (p)

Fig. 1.38 Hof IS =y 3

Ho Jyma® Mo |
De donde el resultado eB;, (p) = oo 0 (p>a) .
2r p 2 p

En puntos interiores al cable es valido el mismo planteamiento. Compruebe
gue el resultado es ahora:

Ho
B, (P) = o Jop (p< 9

Puede afadirse un comentario adiciorabampo magnetostatico no se anula en el
interior de un conductorcomo acaba de verse en el ejemplo precedente. De hecho no se
acierta a encontrar ninguna razon por la que tal cancelacién debiera suceder. En los capitulos
siguientes se comprueba que esta situacién cambia al considerar campos variables en el
tiempo.
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Ejemplo 1.29 Utilice la ley de Ampére para calcular el campo magnético creado
por el conductor plano del ejemplo 1.27.

Como primer paso debemos hacernos una idea intuitiva de como seréa el
campo magnético, en cuanto a su direccion y en cuanto a su dependencia con las
variables espaciales. Para eso nos es util volver a considerar el plano de corriente
como una sucesion de hilos paralelos con idénticas corrientes. Podemos imaginar
como sera la contribucion conjunta de todos los hilos al campo magnético global

w

v

Fig. 1.41

y la Gnica posibilidad razonable es suponer B(&) = B, (y) X.

Elegimos un contorno en forma de rectangulo, situado simétricamente
respecto al plano de corriente, con dos lados paralelos al campo magnético y los
otros dos perpendiculares.

Compruebe que de esta forma la ley de Ampére da el mismo resultado
obtenido en el ejemplo 1.27.

El potencial vector,A
Todo campo solenoidal puede ser expresado como el rotacional de otro campo.

Podemos entonces introducir un campo vectorial auxiliar estrechamente relacionado con el
campo magnético, que se denonpeéencial vector magnéticA(F) , de tal manera que:

O x A(F) = B(F) (1.94)

En algunas areas del electromagnetismo, en especial en problemas de radiacion, el
potencial vector sirve para simplificar la resolucion matematica de los problemas. Se hablara
de todo ello méas adelante.
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La definicion del potencial vector magnético queda incompleta con la ecuacién
(1.94). Un campo vectorial, segun el teorema mateméatico de Helmpodtzisa del
conocimiento de su rotacional y de su divergencia, para quedar completamente dgfinido
problemas estaticos se completa la definicion forzando que el potencial vector tenga
divergencia nula:

OOA(F) =0 (1.95)

A esta condicion se le denominarma de Coulomb
Las ecuaciones (1.94) y (1.95), junto a la ley de Ampere, llevan a una ecuacion
diferencial para el potencial vector de la forma:

O%A(F) =— g J(F) (1.96)

cuya obtencidn se propone como ejercicio. La solucién general, por similitud con la ecuacion
de Poisson del potencial eléctrico y su expresion integral, es:

A(F) = Ho I , Mdv’ (1.97)
andv [ro¢ ]

A primera vista esta expresion es mas sencilla que la ley de Biot y Savart. Por tanto
una via alternativa para calcular el campo magnético a partir de las corrientes es obtener
primero el potencial vector mediante (1.97), y calcular después el campo haciendo su
rotacional (Ec. 1.94).

Ejemplo 1.3Q Obtenga el potencial vector creado por una espira de corriente de
radio a situada en el plano XY, por la que circula una corriente 1.

Tomaremos, por sencillez, un
punto sobre el plano XZ para
hacer el calculo. Debido a la
simetria cilindrica del
problema, sirve para obtener
un resultado totalmente
general .

N

=XX+Z

=l

Fig. 1.42 r'=ap
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Pasamos a coordenadas cilindricas y resulta:

' =acosp Xx+asenp 'y

|”r—?'|=|:(x—acos¢')2 + Casem 'j+ f]%

e integramos las contribuciones de toda la espira:

- u m lad
A(r)|¢:0=_°I2 adg ¢

ando |7 -]

Sin embargo, se aprecia que la contribucién de los diferenciales de corriente
tomados dos a dos cancelan las componentegFeg. 1.43).

v

Fig. 1.43
Y, por tanto, sélo es necesario integady, :
dA, = |dA cosa con cos = cog'
La integral que debe resolverse es, finalmente:

Ay_uOIafn cosp d¢
4 Jo (p2—2apcos¢'+a2+zz)%

gue, desafortunadamente, no tiene solucidon analitica sencilla y debera resolverse

numéricamente. Mas adelante deduciremos una solucién aproximada a este problema
(ejemplo 1.31).
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Céalculo numérico del campo magnético: método de los segmentos

La expresion de Biot y Savart suele derivar en integrales sin solucién analitica en
muchos casos reales; la ley de Ampére en forma integral sélo es (til para extraer el valor del
campo magnético en situaciones de elevada simetria; por fin, el potencial vector, aun con una
expresion integral aparentemente simple, tampoco proporciona un método inmediato para el

célculo deB, como pudo comprobarse en el ejemplo anterior, donde ni siquiera una espira
circular en el origen resulté un problema facil.

Es evidente que la teoria desarrollada hasta ahora tiene un alto interés teérico y
practico, y nos permitird seguir avanzando hacia resultados cada vez mas importantes en la
comprension de los fendmenos magnéticos. Sin embargo cuando nos enfrentamos a la
necesidad simple y llana de obtener el campo creado en el espacio por un bobinado con una
particular geometria tendremos que recurrir a métodos numéricos de integracion.

Existe un método que en esas situaciones puede reportarnos cierta comodidad,
llamadométodo de los segment(ssticky, que supone un paso mas de desarrollo que la
integracion numérica directa de la expresién de Biot y Savart. Este método se describe a
continuacion.

Considérese un segmento de hilo conductor de longitecbrrido por una corriente
I, situado en una posicion y con una orientacion arbitrarias (Fig. 1.44).

Fig. 1.44 Esquema basico utilizado en el método de los segmentos de corriente
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Tal situacién no es fisicamente posible al no haber continuidad en la corriente, pero
eso no le quita valor practicei podemos obtener una expresion sencilla para el campo
magnético creado por un segmento arbitrario de corriente podemos atacar otras geometrias
mas complicadas descomponiéndolas en una sucesion de segmentos similares

Definamos los siguientes radiovectores de acuerdo con la figura anterior:

- I sefala al punto donde calculamos el campo;
- I'" es un punto cualquiera del segmento de corriente;
- I y I, sefialan el comienzo y el fin del segmento, desde el punto de célculo;

- 1 =11 es el vector en la direccion de la corriente, y de médulo igual a la longitud
del segmento de corriente.

Denominamodl a la distancia (minima) desde la recta que contiene al segmento al
punto de calculo. Se pueden probar las siguiente igualdades que se utilizardn a continuacion:

_|fo|| _na r

d | Zini_ll— Cin = |

El integrando de la ley de Biot y Savart puede expresarse en la forma:

dr’x—_

con | F— F’| = 2+d 2)% . Tras operar resulta:

g(f):&,f‘”ﬂ: oo N olls Eﬁ—r‘mg (1.98)
i 1(22+d?)2 4 |rf Xr|2E|Ff| 5| H

Esta expresion resulta eficiente como subrutina para un programa numérico de
célculo del campo magnético de uso general.

1.3.8 Aproximacion de B a grandes distancias. Momento dipolar magnético

Frecuentemente estaremos interesados en conocer el campo magnético que se
establece a grandes distancias de una distribucién de corriente dada. Para disponer de una
expresion general debemos proceder de forma analoga a como hicimos en electrostatica (vid.
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seccion 1.1.13): se desarrolla el potencial vector magnético en serie de Taylor y se obtienen
aproximaciones validas mediante el empleo denlosentosle la fuente.

La situacion en la practica es algo diferente al caso electrostatico por dos motivos:
primero, porque no existen monopolos magnéticogl ynomento de primer orden de
cualquier distribucién de corriente se cangetn segundo lugar, porqw momento de
segundo orden, o momento dipolar, raramente se anula en las distribuciones cealés
gue los momentos de orden superior pierden gran parte de su interés. Se demuestra que,
como aproximacioén suficiente en la mayoria de ocasiones, se puede escribir:

Aﬁ)~£3mzf (1.99)

T amox

dondem es el momento dipolar magnético de la distribucion, que se define como:
= FxJd 1.100
m= ZIV P v (1.100)

A partir del potencial vector obtenemos el campo magnético:

3 42 Mo AM)F - 1M

B() = 0x A== (1.101)

Las expresiones (1.99) y (1.101) son vdlidas siempre que se evallen a distancias
mucho mayores que la dimension fisica de la distribucion de corrientes.

Ejemplo 1.31: Calcule el momento dipolar magnético de un circuito plano de
corriente que encierra un area S y por el que circula una corriente |.

A A pesar de la aparente
indefinicion del problema la
soluciéon es Unica como se

— Y; vera.
S .
/ La expresion del momento
X dipolar para el caso de un hilo
Fig. 1.45 de corriente es:
I
m = ch Fx|dl
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La integral que se debe resolver fcs:f xdl y en la figura 1.46 se muestra que,

independientemente de donde situemos el origen, estamos haciendo un célculo del
area del circuito mediante triAngulos rectangulos de base diferencial:

v dlseng
i o . Luego el resultado es:

Y m=1Sh (1.102)

donde i es la normal al

circuito en el sentido que
corresponda al sentido de giro
de la corriente, segun el criterio
de la mano derecha.

Fig. 1.46

Ejemplo 1.31: Obtenga el campo magnético creado a grandes distancias por una
espira circular de radio a por la que circula una corriente I.

Tratamos la espira como un dipolo magnético centrado en el origen.

Fig. 1.47

De (1.102) tenemosm = | ra® Z. El potencial vector resulta:
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Ho mxT Mo lma?zxri Moy |l ma 09
= — =— =— se
4 r3 a4t rs 4T r?

A(T)
y el campo magnético:
B(T) = ﬂi[3(mO cos )t - m, %
ATy 3
0, en una forma mas habitual, utilizanfle # cosd — 6 serd

_ o Uy 1 . A
B(r)zzr—a[ZmocoserﬂrbserﬁB] (1.103)

Obsérvese la similitud exacta de esta expresion con la del campo eléctrico creado por
un dipolo eléctrico a grandes distancias.

1.4 Campos magnéticos en medios materiales

Desde el punto de vista de su comportamiento frente a campos magnéticos los
medios materiales pueden considerarse como formados por una infinidad de dipolos
magnéticos elementales o microscopicos. Estos dipolos existen en la realidad, y son el
resultado de los movimientos de traslacion de los electrones del medio alrededor de los
ndcleos atomicos y de su rotacionspin El efecto conjunto de esos movimientos en
términos de desplazamiento de carga podria parecer despreciable, pero lo cierto es que a
escala macroscopica los efectos son mas que apreciables: de forma evidente en los imanes
permanentes. La traslacion alrededor de los nacleos y la rotacion electronica son verdaderas,
aungue peculiares, corrientes eléctricas, cuyos efectos magnéticos pueden medirse. Cuando
estas corrientes se consideran en su conjunto en un cierto volumen de material, se denominan
corrientes de magnetizacién. En los siguientes apartados veremos resumidamente como se
generan y cdmo se caracterizan esas corrientes, y los campos magnéticos que producen.

1.4.1 Fuerzas sobre un dipolo magnético

Si situamos un dipolo magnético en el seno de un campo magnético exterior el
circuito que constituye el dipolo experimentard una fuerza que vendra dada por una ecuacion
similar a la (1.86):

ext
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En el caso de que el campo magnéticoweforme o con variaciones espaciales
muy lentas en comparacion con el tamafio del circuito tendremos:

F=l %C df%x B..=0 yaque fc di =0 OC cerrado

por lo que el dipolo permanecera en su lugar al no experimentar una fuerza neta. Si
calculamos el momento de la fuerzas ejercidas sobre el circuito respecto a un cierto eje
previamente definido la situacion puede cambiar:

7= e dF =1 fo e (di xBy,) =

= Ifc (reje |j§ext)dr - Iéext c reje mr = I_fc (reje |:Eext)dr

Entonces el momento de fuerzas se cancela cuafg]gyé son perpendiculares en todo

ext
punto. En el caso de un circuito plano esto ocurre cuando el campo magnético es
perpendicular al plano del circuito. Se puede comprobar que el momento resulta finalmente
(siempre que el campo magnético sea uniforme):

T =mx B

ext

(1.104)

por lo que el dipolo tiende a orientarse en la direccién del campo magnético externo (hasta
cancelar el momento de las fuerzas magnéticas).

En los medios materiales ocurre este fendmdos: dipolos magnéticos no
abandonan su posicion por la influencia del campo, pero se orientan c@&mtéhces el
material pasa a estar magnetizado y crea a su vez campos magnéticos macroscopicos.

1.4.2 Vector magnetizacion

Se define el vector magnetizacion en un medio material como la densidad de
momento dipolar por unidad de volumen.
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dv n dif
M (F) :zdvﬂ:—m ) (1.105)

dv

El vector magnetizacion caracteriza de

forma completa al material magnetizado, de

i modo que si llegamos a conocer el valor de

ese vector en todos los puntos del material

podremos calcular inmediatamente los efectos

magnéticos que puede producir en sus
inmediaciones.

3!

Fig. 1.48

Utilizando la anterior ecuacion junto a la (1.99) resulta inmediatamente:

A(F) =

Ho o M(N)x(r-r)
4HIV P dv (1.106)

gue es el potencial vector creado en todo el espacio por el material magnetizado. Si existe
otro campo magnético en el espacio -el que provocO la magnetizacion del medio, por
ejemplo- se superpondra al calculado mediante esa expresion.

El problema de la ecuacion (1.106) es que usualmente no conocemos a priori el valor
del vector magnetizacién, por lo que no es un camino practico para resolver problemas
reales.

1.4.3 Densidades de corriente de magnetizacion

La magnetizacion macroscopica, medible, de un medio material es el resultado de
infinidad de corrientes microscopicas que circulan, aproximadamente, en el mismo sentido y
en planos paraleloEl conjunto de esas corrientes equivale a ciertas densidades de
corriente macroscopicasjue se describen a partir del vector magnetizacion como:

Jy (F) =0x M(P) Ju() = M () xii

. (1.107)

donde jM () es ladensidad volumica de corriente de magnetizatyiéﬁlsM(F) la densidad

superficial de corriente de magnetizacid#l vector fies el vector unitario normal a cada
punto de la superficie y dirigido hacia fuera del volumen del material.
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1.4.4 Ley de Ampére en medios magnéticos. Intensidad de campo magnético

El comportamiento magnético de un medio material viene dado por las corrientes de
magnetizacién creadas en él. Esto se pone de manifiesto al examinar la ley de Ampeére en
esta nueva situacién, que ahora deberé escribirse:

OxB=p,(J+J,) (1.108)

Si hacemos ahora uso de la primera expresion dada en (1.107 ) tendremos:

0% - Mg=1 (1.109)

Esto permite definir el campo magnétieb, o intensidad de campo magnético, en la
forma:

B
Hq

A

- () (1.110)

con lo que la forma final de la ley de Ampére para este campo es:

OxH=1J 0 jiCHEdej’Sj[brs (1.111)

El sentido de la definicién dé es el mismo que el del vector desplazamidbten
electrostaticatas expresiones (1.111) permiten trabajar en el seno de medios materiales de
igual modo que si estuviésemos en el vatémiendo en cuenta de forma explicita
Unicamente las corrientes libres (usualmente corrientes de conduccion).

1.4.5 Relacion entre el campo magnético y el vector magnetizacion

La cuestion que falta ahora por abordar es de qué manera actla un campo magnético
externo para producir una magnetizacion en un material, y de qué magnitud es esa
magnetizacion.

La primera cuestion ya se ha explicado en los apartados precedentes. Un campo
externo tiende a orientar localmente los dipolos microscopicos es su misma direccion. El que
el campo logre una orientacion mas o menos importante y cual sea la densidad de dipolos
orientables en el material dependera ya del tipo de medio que estemos considerando.
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Se establece la relacién entre la intensidad de campo magnético en los diferentes
puntos de un medio material y el valor del vector magnetizacion resultante mediante la
expresion:

M = XmH (1.112)

dondeXm es la llamadausceptibilidad magnética del medi@ mayoria de las substancias,

como agua, madera, papel, muchos minerales y muchos metales y aleaciones, como
aluminio, laton, acero, plata, oro, cobre,... tienen una susceptibilidad magnética
extraordinariamente pequefia. Esto significa que no se magnetizan apreciablemente aun en
presencia de campos magnéticos intensos. Por contra existen metales y aleaciones altamente
magnéticos. En éstos suele ocurrir que la relacién entre vector magnetizacion y campo
magnético no es lineal, y entonces debe escribirse:

M = Xm(H)H (1.113)

Limitandonos por el momento al caso lineal podemos llegar a la clasica relacion
entreB y H sustituyendo la ecuacién (1.112) en la (1.110):

- B -
H=—-XH (1.114)
Ho
de donde se llega a:
B=pu,1+x,)H (1.115)
Se definen:
M, =1+ X

(1.116)

M= Hol, (%)

como las permeabilidades relativa y absoluta, respectivamente, del material. Y de alli:

B=p,u, H=puH (1.117)

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



1 Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estaticas 101

Ejemplo 1.32:Un hilo largo por el que circula una corriente | esta rodeado por un
tubo cilindrico de radios a y b (interior y exterior, respectivamente). El tubo es
concéntrico con el hilo y podemos suponerlo también muy largo. El tubo tiene una
permeabilidad magnética pu. Obtenga el campo magnético en todo el espacio.

| La sucesion de acontecimientos hasta

H llegar al régimen estacionario es como
-'\ sigue:
w e La corriente | crea un campo
T Ho magnético inicial alrededor del hilo,

en la direcciornp .

e Ese primer campo magnetiza al
material que forma el tubo, y aparecen
corrientes de magnetizacion.

 Las corrientes de magnetizacion
modifican el campo creado por el hilo
en, al menos, alguna region del
espacio.

Fig. 1.49

Procederemos a calcular el campo final que se establece en todo el espacio.

Segln la ley de Ampére para el vedtola circulacién de este campo a lo largo de
una trayectoria cerrada s6lo depende de las corrientes libres del problema. Podemos
escribir:

f. Ao =1

para cualquier contorno cerradb La geometria del problema nos indica que el
campo magnético debe ser de la fornrl(i’) = H¢(p)¢$, en cualquier zona del
espacio.

La ecuacion anterior aplicada a un contorno circular, a diferentes distancias
del hilo, lleva a:

!
Hy(p=—— O
4 (P) 270 p

En particular esto es cierto para la region ocupada por el tubo de material
magnético(a < p < b). De ahi que las corrientes de magnetizacion sean:
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Jy,=0xM=0xXnH=..=0

| [
=Xm— O x(-p) = Xm——2
277{:14S (=P) 2ma

| [
=Xm——@ X (+p) = ~Xm——2
o P2 (P P

jSMb|p:b -
El campo magnétic® sera:

_ I

B(F) =y —¢ parap<a yparap>Db

271p
L I
B(f)y)=u——2¢ a<p<b
2mp

Como ejercicio adicional vuelva a calculBra partir de la corriente original
mas las corrientes de magnetizacion, situando todas ellas en el vacio. Debera
obtenerse el mismo resultado, lo que confirma el método utilizado.

Ejemplo 1.33:Considérese un bobinado en forma cilindrica, muy largo, de radio a,
con cierta densidad de espiras por unidad de longitud, n, en la forma que muestra la
figura, y por el que circula una corriente I. El arrollamiento es lo suficientemente
denso como para suponer que todas las vueltas son espiras planas. Obtenga el
campo magnético producido en el interior del bobinado.

Una aproximacién adecuada es suponer que fuera de la
bobina no existe campo magnético, y que éste se
concentra en el interior, donde, a su vez, podemos asumir
gue es constante, y dirigido en la direccion del eje del
cilindro.

Estas son hipotesis validas so6lo si consideramos de
hecho que la bobina es infinitamente larga.

Fig. 1.50
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La forma de resolver el problema mediante la ley de Ampére es trazar un circuito en
la direccién del campo:

o

|
|
|
|
l

cllelelolololotolelofolelololc

RIRIRRIRRRRIRRD

Fig. 1.51

Solamente en uno de los tramogexiste circulacion. El resultado final es:

BL=pu,nLlI - B(T) = uynl2

Ejemplo 1.34: Un bobinado tiene forma toroidal, de radio medio glolkaly radio

de la seccién a, cony P>a. Esta formado por N espiras de cable distribuidas de
forma homogénea y suficientemente densa, tal como se muestra en la figura 1.52 a),
como para que el campo magnético producido pueda considerarse confinado dentro
del bobinado y de valor constante en toda la seccion.

a) Calcule el campo magnético cuando por la bobina circula una corriente I.

b) Repita el calculo considerando que el arrollamiento se ha realizado alrededor
de un nucleo de material magnético con permeabilidad p.

c) Obtenga el campo magnético producido en un pequefia apertura de grosor d
practicada en el nicleo (Fig. 1.52 b).
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Fig. 1.52 Bobina toroidal

Podemos aplicar de nuevo la ley de Ampére para hacer todos estos calculos.

a) El circuito elegido no es otro que la circunferencia de radime atraviesa el
centro de todas las espiras, puesto que el campo magnético seguira también esa
trayectoria.

fCB[deuol < - By2mr=pNI

HoN |
21,

B=

b) En caso de tener un nucleo de material magnético apareceran corrientes de

magnetizacién. Debemos trabajar con el carhpate la imposibilidad de calcular a
priori tales corrientes. El resultado es:
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-~ NI _ NI
H= @ y B= H
27, 2rtr,

c) Para resolver este Ultimo apartado, que es el mas interesante en la practica,
mantenemos la aproximacioén de que el campo magnético es constante en la seccién
del ndcleo magnético y también ahora en el entrehierro, lo que desde luego ya es mas
discutible, al dejar de estar confinado el campo. Servira, sin embargo, como primera

estimacion.

fc Hrdl = H, (2rmr, -d) +H.d = NI

Disponemos de otra igualdad para completar el problema, que viene dada por el

hecho de quéas componentes normales del campo magnBtieoun lado y otro de
la superficie de separaciébn de dos medios son siempre iguakta es una

consecuencia del caracter solenoidal Rleque se vera con detalle en el proximo
capitulo junto con las demas condiciones de contorno aplicables en problemas
electromagneéticos. Esa condicion nos lleva a la igualdad:

/’1 Hn = uo He
y, finalmente a:

B UNI
" pg(2mry —d) + pd

e

1.4.6 Tipos de medios magnéticos

Los medios materiales se clasifican de acuerdo con el tipo de respuesta frente a
campos externos.

En aquellos materiales en los gelemovimiento de traslacion de los electrones
alrededor de los atomosienen una influencia preponderante el valor de susceptibilidad
magnética es negativo. Lo que ocurre es que las corrientes microscépicas tienden a oponerse
a los cambios de flujo magnético que produce el campo magnetizador exterior. Estos medios
reciben el nombre ddiamagnéticosy lo son, por ejemplo, el cobre, el oro, la plata, el
diamante, el mercurio y el agua. En cualquier caso, el efecto es muy pequefio, y la
susceptibilidad magnética oscila entre2$0-10°%.

Cuando ekfecto de rotaciéo spinde los electrones supera al efecto diamagnético,
el material pasa a tener una susceptibilidad positiva. Son los matpaatesagnéticas
Ejemplos de este tipo son: aluminio, sodio, magnesio, tungsteno y titanio. De nuevo sus
valores de susceptibilidad son del orden d& 10
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Los materiales de mas interés desde el punto de vista industrial para aplicaciones
magnéticas son los llamadderromagnéticos que se caracterizan por una elevada
susceptibilidad, por una dependencia no lineal del vector magnetizacion con la intensidad de
campo magnético y por poseer memoria de la su situacion magnética previa, que da lugar al
conocido ciclo de histéresis. No haremos aqui una caracterizacion completa de tales medios,
sino que nos limitaremos a sefalar algunas de sus propiedades mas interesantes.

Los medios ferromagnéticos poseen unos valores de permeabilidad magpética p
mucho mas elevados que cualquier otro tipo de medios. Sin embargo, no se trata de un valor
constante, sino de una funcién de la intensidad de cainpeesente en el interior del
material. En la figura 1.53 se representa una forma caracteristica de esa funcién. En ella se
muestra simultaneamente la evolucion del caBipo

6000
5000

4000

W,
B(T)

3000
2000

1000

OO 200 600 800 1000

H (A/m)

400

Figura 1.53Permeabilidad y curva de magnetizacién de un material ferromagnético

A la gréficaB-H en el primer cuadrante se le denoninava de magnetizaciodel
material. La mostrada en la figura es la correspondiente al hierro templado. El valor maximo
gue toma la permeabilidad relativa en este caso es de 5.200. Existen aleaciones donde este
valor es todavia mucho mayor.

Las propiedades magnéticas de estos medios derivan de su estructura iénica. Los
dipolos magnéticos constituyentes tienden a orientarse espontaneamente en una misma
direccion porque de ese modo alcanzan una situacion de energia interna minima. Lo que
impide que un material de este tipo esté permanentemente magnetizado hasta la saturacion es
gue tal orientacion de dipolos no es uniforme, sino que se fodm@mMioso pequefios
volimenes de material con orientaciones diversas, de manera que desde un punto de vista
macroscépico el efecto es mas moderado y admite crecimiento y disminucion. En la figura
1.54 se muestra esquematicamente un trozo de material ferromagnético sin magnetizacién
neta y los dos procesos que en la practica le pueden llevar a mostrar cierto grado de
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magnetizacién por efecto de un campo externo. La teoria de los dominios fue propuesta por
Weiss en 1907 y fue comprobada bastantes afios mas tarde de forma experimental.

"l

i, — W

S —
,

e 1

—
B ext

=

Corrimiento de las paredes
de los dominios

Fig. 1.54 Magnetizacion de un medio ferromagnético

Con estas consideraciones puede interpretarse la forma de la grafica 1.53: en un
primer momento el material se magnetiza facilmente, hasta alcanzar un valor préximo a la
saturacion. A partir de ese momento un posterior crecimiento del ceAmpoduce un
crecimiento moderado y lineal @ de acuerdo con el términpy H, porque la orientacion
de los dominios y, por tanto, el valor del térmiia@le magnetizacion, ya no pueden mejorar.

En ocasiones se representa Uunicamente el téqpgikben funcion deH, lo que da lugar a
una curva asintéticamente plana.

Muchos materiales ferromagnéticos tienen memoria de su estado magnético previo:
cuando desaparece el campo externo los dominios mantienen en parte sus orientaciones
anteriores, y el material conserva una magnetizacién remanente. Al invertir el sentido del
campo externo aplicado se describe otra curva hasta que el material queda magnetizado en
sentido contrario. Si se repite el proceso se obtiene el ciclo completo de histéresis (Fig. 1.55).
El valor deB cuandoH alcanza un valor nulo (disminuyendo desde la saturacién) se
denominacampo remanente remanenciadel material. El valor del cuandoB llega a valer
cero (al aumentat en sentido inverso desde la saturacién) se denarampo coercitiva
coercitividad del medio. Ambos valores caracterizan al material ferromagnético. Es
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importante notar que en ninguno de los dos puntos anteriores}(@,(B+,0)- tenemos
realmente al material desmagnetizado, como es evidente si recordamos la expresion mas
general:

B=u,(H+ M) ahoraconM = X_(H)

Cuando una pieza o una herramienta se magnetiza accidentalmente la forma que se
emplea en la practica para desmagnetizarla consiste en aplicarle un campo magnético
intenso, de tipo senoidal y de amplitud decreciente, de manera que el estado magnético del
material vaya recorriendo ciclos de histéresis sucesivos, cada vez mas pequefios, hasta llegar
de nuevo al origen de la curva B-H, en la BuepoH = poM = 0.

Fig. 1.53 Ciclo de histéresis y valores caracteristicos

Cuando se desea, por el contrario, disponer de un iman permanente de buena calidad
es deseable que el estado de magnetizacién sea estable. El valor del campo cogrdiivo, H
material da idea de la persistencia de la magnetizacién frente a campos externos.

Por ultimo debe sefalarse que existe un valor de temperatura, llamado temperatura
de Curie, por encima de la cual el medio pierde, al menos parcialmente, sus propiedades
magnéticas. La agitacion térmica se hace tan elevada que la orientacion ordenada de los
dipolos ya no es posible.

Algunos materiales ferromagnéticos usuales y sus caracteristicas se muestran en la
tabla siguiente.
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Material B, (T) H¢ (A/m) Tc(°C)
Acero (al Co) 0,97 0,19 x 10

Ferritas ceramicas 0,39 2,5x 16 450
Alnico 5 1,25 0,55 x 10 700-850
SmCg 0,9 6,5 x 16 500-750
SmCoy; 1,12 47x10 780-850
Nd,Dy-Fe,Co-B 1,2 9,5x16 500

1.4.7 Flujo magnético, inductancia y energia magnética

El flujo de un campo magnético a través de una superficie es:
oy = _[S B [bs= jic AOdl - (Wh, Webey (1.118)

dondeC es el contorno en que se apoya la superficie no cefrada

La presencia de un flujo magnético a través de la superficie limitada por un circuito
denota la existencia de una corriente eléctrica y, por tantmaleierta cantidad de energia
disponible Esa corriente podria hacerse fluir a través de una resistencia, y se transformaria
en calor por efecto Joule, o podria utilizarse para cargar un condensador, y se almacenaria en
forma de campo eléctrico. Sin embargo, mientras no se realice ninguna de esas operaciones,
la energia esta almacenada en forma de campo magnético en el circuito que lo produce. Es
cierto que un circuito real tendr4 una resistencia no nula y por tanto la energia ira
disipandose lentamente, pero también podriamos imaginar que disponemos de un anillo
superconductor, en el que la corriente puede circular ininterrumpidamente sin pérdida
alguna. La cuestion es ¢de qué manera podemos medir la energia asociada al campo
magnético o, si se prefiere, a la corriente eléctrica?

La significacion fisica del flujo de campo magnético fue descubierta por Faraday, y
de alli que esta cuestiobn deba tratarse en conexion con el fenédmeno de induccién
electromagnética y la ley de Faraday. Se tratara de forma sistematica en el capitulo siguiente.
De momento nos conformaremos con apuntar algunos resultados.

La ley de Faraday cuantifica el hecho experimental daiqaevariacion del flujo de
campo magnético en un circuito provoca la aparicién de una fuerza electromotriz ( f.e.m.)
en dicho circuito A partir de alli podemos intuir que existe una relacion directa entre
variacién temporal de flujo magnético y energia por unidad de carga, ya que la f.e.m. tiene
en realidad dimensiones de tension (1 voltio = 1 julio/culombio). Entonces, el préidjccto
magnético x corrientéene dimensiones de energia.
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De lo anterior, y por puro analisis dimensional del problema, podemos afirmar que
cuando en un circuito por el que circula una corriente medimos un cierto flujo de campo
magnético es seguro que la energia almacenada tiene que ver con ambas magnitudes.
Ademas, el flujo magnético a que da lugar una determinada corriente depende no sélo del
valor de la corriente sino también de la geometria del circuito. Interviene entonces un
parametro que se denomiaatoinductanciadel circuito, y quemide la cantidad de flujo
magnético por unidad de corrientgie el circuito puede producir. Suele escribirse en forma
diferencial:

do,,
dl

L=

(H,henriog (1.119)

si bien en circuitos rodeados de medios lineales puede prescindirse de las derivadas. La
variacion de flujo magnético que produce entonces una variacion de corriente es

de,, = LdI

Cuando dos 0 mas circuitos estan proximos fisicamente, la variacidn de corriente en
un circuito provoca la variacion del flujo magnético que atraviesa al otro, 0 a los otros. Se
dice que los circuitos estémagnéticamente acopladgsxiste entre ellos un intercambio de
energia que puede cuantificarse mediante la ley de Faraday. Cual sea la variacion de flujo
magnético en un circuito 1 debido a una variacion de corriente en otro circuito 2 depende de
la geometria de los circuitos y de su posicion relativa. Se defimeftiente de inductancia
mutua(M;,) para dar cuenta de este efecto. Ahora podemos escribir:

dp, = Ldl, + M,dl,

(1.120)
dg, = M, dl, + L,dI,

aunque se comprueba gMe,= M,; 0, en general, para cualquier nimero de circulys:
Mji .

Finalmente podemos adelantar que la energia magnética almacenada en un conjunto
deN circuitos magnéticamente acoplados es:

1 N N
UM—EZM%—EZHZMM; donde M, =L, (1.121)

1
y para el caso de un Unico circuitbt,, = E LIZ.

Pasando a una situacibn mas general, no necesariamente circuital, puede probarse
gue la energia magnética se escribe en la forma:
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U -1 B[Hd 1.122
M_ZL v (1.122)

Ejemplo 1.35: Obténgase la autoinductancia del bobinado toroidal del ejemplo
anterior (1.34a)).

Se calculdé previamente el campo magnético existente en el interior de la
bobina:

HoN |
27,

B="0¢p

El nimero de espiras atravesadas por el flujo magnétidoyda seccion de
cada una de ellas es conocida. Entonces el flujo total es:

IJO NI 2
ma
27r,

¢=N

dondea es el radio del solenoide. La inductancia es, por tanto:

dp HoN?
=P ()
dl 2r,

Cuestiones de Repaso:

1) ¢Qué significa que el campo magnetostatico sea un campo solenoidal? ¢Qué otro
campo vectorial solenoidal se ha tratado en este capitulo?

2) ¢Qué condiciones se precisan para que en una determinada situacion podamos
utilizar la ley de Ampeére para el calculo directo del campo magnético?

3) ¢Cdmo disminuye el campo magnético creado por las siguientes distribuciones de
corriente a medida que nos alejamos de ellas: a) un plano infinito de corriente; b)

un hilo infinito; c) un dipolo magnético. Considere densidades homogéneas en las
dos primeras.
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4) Si la circulaciéon del campo magnético a lo largo de una trayectoria cerrada es
nula ¢,qué puede deducirse de ese hecho?

5) Escriba las unidades en el S.I. y las expresiones mateméaticas que definen a los
campos vectoriales siguientes; Jg, B, M, H.

6) El campo magnéticB ces mas o menos intenso en un medio magnético o en el
vacio? Supongase que la forma de las lineas de campo no varian por la inclusion
del material. (Tomese como referencia la situacion del ejemplo 1.32).

7) ¢Qué tipos de medios magnéticos existen? Describa brevemente sus
caracteristicas.

8) ¢Puede extraerse energia de un iman permanente? Dicho de otro modo ¢puede
utilizarse para realizar un trabajo neto?

9) Ademas del método de inversiones mencionado en la seccion 1.4.6 utilizado para
desmagnetizar una pieza de material ferromagnético ¢qué otro método,

aparentemente mas directo, podria utilizarse? ¢Qué ventajas tiene el primero
sobre ese segundo método?.
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PROBLEMAS - CAPITULO 1
Campo electrostatico

1. Desde el punto de vista electrostatico la Tierra puede considerarse como una esfera conductora con
carga negativa y rodeada de una atmoésfera cargada positivamente. El valor del campo eléctrico en la
superficie es de unos 200 V/m, y a una altura de 2000 m. disminuye hasta unos 20 V/m. Hasta esa
altura,h = 2000 m., la densidad volimica de carga en la atmésfera puede considerarse constante. El
radio de la Tierra eR= 6,4 x 16 m.

a) ¢Cudl es el sentido del campo eléctrico en la atmosfera?
b) Obtenga la densidad de carga superficial media de la Tierra.
c) Calcule la densidad de carga volumica de la atmésfera hasta ladhatidigada.
d) Si tomamos el potencial de la Tierra como referencia (cero voltios) ¢ cudl sera su valor a
2000 m?
(NOTA: Puede aproximarse el problema mediante una geometria plana,tyaq.

2. Un determinado modelo atémico muestra al &tomo constituido por una carga puntual de valor
en el vacio, situada en el origen de coordenadas, rodeada de una densidad volumicaa(€)carga

Las expresiones de la densidad de carga y del potésteiladreado en el espacio son:

exp(- )
K r

Py — _ a Eex (_L) ) —
Py == 2P0 or) =

dondea es el llamado radio efectivo del &tomo. Calcule:

a) la carga total del atomo;
b) el valor de la constante en funcién dey deg;
c) el campo eléctrico en el espacio.

3. Una carga puntual de valgresta situada enfrente de un plano conductor extenso conectado a
tierra, y a una distancid, del mismo modo que en el ejemplo 1.14 (Fig. 1.17). A partir de los
resultados que se obtuvieron entonces calcule:

a) la densidad superficial de carga inducida en el plano conductor;
b) la carga total que contiene esa densidad superficial;
c) lafuerza que el plano realiza sobre la carga.

4. Un dipolo real de momento dipolgr = q sz esta situado a una distandide un plano conductor
muy extenso y conectado a potencial cero, como se muestra en la figura 1.
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a) Calcule el campo eléctrico producido tz
en el semiespacio>0.
b) Escriba la aproximacién usual del
campo eléctrico a grandes distancias 4
del dipolo. o~ Y
d]

Fig. 1 X/ M

o)

5. Una corona esférica de material dieléctrico, de radio interigrradio exteriorb, posee una
polarizacion permanente de la forma:

P(f) =—RFf

Q | =

Suponiendo que no hay carga libre en el dieléctrico calcule: a) todas las densidades de carga
presentes; b) el campo eléctrico en todo el espacio; c) la diferencia de potencial entre las superficies
interior y exterior de la corona.

6. Una esfera dieléctrica de rady situada en el origen de coordenadas tiene una polarizacion
permanente y homogénea, en la forfa R z. No tiene carga libre. Resuelva ordenadamente las
siguientes cuestiones:

a) Obtenga las densidades de carga ligada volumica y superficial;
b) ¢qué valor toma la laplaciana del potencial dentro y fuera de la esfera?;
c) el potencial tiene la forma
or,0) = Ar "1 (6) 0 o(r,0) =Br"g(®)
¢, Qué expresion puede utilizar para el interior de la esfera ? ¢y para el exterior?
d) escriba las condiciones de contorno para los carépos D. (Vid. Capitulo 2).

e) calcule el campo eléctrico dentro y fuera de la esfera.
f) calcule el momento dipolar de la esfera.

7. Calcule la fuerza que ejercen entre si las placas de un condensador plano cuando se carga
mediante una diferencia de potendialTomense los datos siguientes:separacion entre places;
superficie de cada placa; permitividad del dieléctrico entre las placas (lineal y homogéneo).
Despréciense los efectos de borde.

8. Considérese la estructura de la figura, formada por una esfera conductora de cadialos
cubiertas metalicas concéntricas, la primera de radios interior y eXisriorrespectivamente, vy la
segunda de radias y e. Entre los conductores hay aire. Se sabe que el conductor intermedio esta
aislado y que no posee carga neta.
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a)

b)

¢, Qué relacion existe entre los flujos de campo
eléctrico a través de dos superficies cerradas
que engloban el centro del sistema y contenidas
respectivamente en las zormag<b y c<r<d ?

Se conecta la esfera interior a un potencial V
respecto a la cubierta externa. Calcule el campo «

eléctrico en todos los puntosr<d. b‘.
c) Calcule las densidades superficiales de carga en 6‘ ..

d)

a)

b)
c)

r=ayr=b.
Obtenga la capacidad del sistema.
Fig. 2

Considérese un cable coaxial formado por un conductor cilindrico central dearadiotro
conductor, concéntrico con el primero, de radio intebioEntre ambos conductores hay unas
fijaciones de material dieléctrico en la forma en que se muestra en la figura. El dieléctrico es lineal
y homogéneo, de permitividag. El espacio restante es aire. Se conecta el conductor interior a un
potencialV y el exterior a tierra. Se comprueba que la distribuciéon de potencial que resulta entre
ambos conductores sélo depende de la distam@h eje Z. De acuerdo con esa informacion
obtenga:

La funcién potencial en todo el espacio
comprendido entre los conductores;

el campo eléctrico;

la capacidad por unidad de longitud del
cable.

10. Se desea calcular la capacidad de una linea de transmisién formada por un cable conductor
cilindrico, de radid?, situado a una altutade tierra, y el propio plano de tierra, como se muestra en

la figura 4. La tierra se comporta como un plano conductor infinito. El potencial electrostatico en el
espacio comprendido entre los dos conductores es de la forma:

\Y,
Px,y) = ——={ (¢ + (y+ D)) =In( + (y- D)}

donde D = \/h2 -R
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a) Compruebe que la expresion dada

para la funcién potencial es la Y
adecuada al problema.
b) Calcule la densidad superficial de
carga en el plano de tierra.
¢) Obtenga la capacidad por unidad de
longitud de la linea. h
NOTA: La ecuacion de una X

circunferencia de radi® y centrada en ‘
el punto &, Yo) es:

(x= %)%+ (y- y)? = R Fg. 4

11. Un condensador cilindrico largo esta formado por dos conductores concéntricos de radios
exteriorb e interiorb/4, separados por un dieléctrico no homogéneo, cuya constante dieléctrica es:

_3,.,b
€r(p)—2( +p)

En el dieléctrico no hay carga libre adicional. Conectamos el conductor interior a tierra y el
conductor exterior a un potencll Conteste ordenadamente a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cuéles son los campbsy E entre las armaduras del condensador?

b) ¢Cudl sera la carga total del dieléctrico?
¢) ¢Cudl es la capacidad por unidad de longitud?
d) ¢Qué cantidad de energia eléctrica almacena el condensador?

12. Las armaduras de cierto condensador plano son dos placas metdlicas cuadradas de3l@do
cm., distantes entre di = 1 cm. Se carga el condensador con una diferencia de pot¢neia000
V.

a) Obtenga la capacidad del condensador, despreciando los efectos de borde.
b) Seaislael condensador cargado de la fuente de tensgmseparaas armaduras hasta
una distancia, = 3 cm.
bl) ¢ Cuénto vale la carga de las armaduras?
b2) ¢ Cudl es la diferencia de potensiafinal?
b3) ¢ Qué trabajo hubo que realizar para separar las armaduras?
c) En la posiciérd, seconectanlas armaduras a una fuente de tensién constante igual a la
tensionV, final del apartado anterior,wuelven a desplazarsas armaduras a la posicion
inicial d; . ¢ Cudl sera la carga final del condensador?.
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Campos magnetostéticos

13. Dos laminas muy delgadas y extensas de un material conductor estan dispuestas paralelamente, y
separadas una distancih Cada una de ellas conduce una densidad de corriente superficial
homogénea de mddull, aunque de sentido contrario en una y otra lamina. Obtenga: a) el campo
magnético en las tres zonas del espacio: sobre las laminas, entre ellas y debajo; b) la fuerza que
realiza una lamina sobre la otra por unidad de superficie.

14. Una bobina de forma cilindrica tiene radig longitudh, conN espiras densamente arrolladas y
distribuidas uniformemente. Por ellas circula una corrien@alcule el campo magnético producido
en el eje de la bobina mediante la Ley de Biot y Savart.

15. Para la misma bobina del problema anterior realice los siguientes célculos:

a) el campo magnético producido en el centro del solenoide;

b) el campo magnético en el mismo punto con la suposicién de que la longitud de la bobina
tiende a infinito (th>>a), manteniéndose la densidad de espiras por unidad de longitud;

c) larelacionh/a minima para que el resultado del apartado b) pueda tomarse como solucién
del problema a) con un error no mayor del 2%.

16. Una particula con cargg masamy una velocidad inicial, penetra en una zona del espacio en

la que existe un campo magnético uniforme, de mé@Bly dirigido perpendicularmente a la
direccion inicial de la particula. Mediante la expresion de la fuerza de Lorentz y la ley fundamental de
la dinamica puede comprobarse que la trayectoria seguida por la particula sera circular. Obtenga el
radio y la frecuencia de giro.

17. La misma particula del problema anterior se introduce en el campo magnético con un angulo a
respecto a la direccion @ En este caso la particula describird una trayectoria helicoidal.

a) Compruebe que la velocidad de la c) la velocidad lineal y la angular;
particula toma la forma: d) el periodo;
v, (1) = v, sena semot e) la distancia entre vueltas.
v, (t) = vysena cosut ~
y 0 Y v,
v, (t) = v, cosa a0 =
b) Obtenga el radio de cada vuelta; X B
z
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18. Una particula se introduce en una zona del espacio en la que existe un campo ngnético
campo eléctricd, ambos uniformes. El campo eléctrico esta dirigido en la direccién original de la
particula y el campo magnético es perpendicular.

a) Obtenga la nueva trayectoria de la particula.

b) Compruebe que su direccion de desplazamiento neto es perpendicular a ambos campos.

c) Compruebe que la velocidad media de la particula en esa direccion es independiente del
tipo de particula cargada que se considere.

19. El efecto Hall se utiliza habitualmente vV

para medir el valor de campo magnético H/
presente en alguna zona del espacio. Este

efecto consiste en la aparicion de una B

diferencia de potencial entre dos de las caras
de un trozo de material semiconductor cuando™
es atravesado por una corriehten presencia |
de un campo magnético. De acuerdo con la| . -
figura calcule la relacion entre la tension de
Hall, V4 , y el campo magnéticB. (El
fundamento fisico del efecto Hall es de nuevo
la fuerza magnética de Lorentz que
experimentan los portadores de carga al |
moverse en el seno de un campo magnético). Fig. 5

electrodos

20. La aguja magnetizada de una brujula se comporta como un dipolo magnético: en presencia de un
campo magnético externo tendera a orientarse con él. En ausencia de otros campos tendera por tanto a
mantener la orientaciéon del campo magnético terrestre.

a) Situamos la aguja a 1 cm de un hilo conductor largo (Fig. 6.a), orientado en la direccion
norte-sur. Hacemos circular una intensidad de corriente de lvajola aguja gira un
angulo de 45 grados. Determinar el valor de la intensidad de corriente. Tomese el modulo
del campo magnético terrestre de 20 puTesla.

b) Se busca ahoel mismo efectoon una espira de corriente de radio 1 cm y situada a 15
cm de la aguja (Fig. 6.b). Obtenga la corriente que debera circular por la espira para
conseguirlo.
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21. Uniméan en forma de U como el de la figura 7 ejerce una
fuerza de atraccién que viene dada, de forma aproximada, por
la expresion: /\
2
@
F =
%05

donde@ es el flujo magnético a través de la secc®del
iman. Se ha supuesto que la pieza atraida tiene el mismo valor
de permeabilidad magnética que el material de que esta

S
formado el iman. \\h

a) Trate de comprobagrosso modoesa expresion mediante ‘ ‘
el célculo de la fuerza que el iman ejerce sobre las
corrientes superficiales de magnetizacién inducidas en el Fig. 7
objeto.

b) Considere un nucleo de hierro dulce de la misma forma que el iman anteridy, espiras
arrolladas en él, y por las que circula una corriéntea longitud media total del nldcleo mas el
entrehierro ed. Calcule el peso méximo que puede levantar el electroiman con los siguientes
datos1=20 cm,S=1 cnf, N=100,1=0,5 A. Utilicese =2000.

22. Un motor sin escobillagbrushlesy esta formado por varios devanados independientes, con
diferentes orientaciones, dispuestas en el estator (la parte fija del motor) alrededor de un rotor
formado por el eje y un iman permanente que lo rodea. Las corrientes que alimentan los devanados
son variables en el tiempo. El nimero de devanados depende de la estabilidad que se pretenda en el
giro del motor. La posicion instantanea del rotor se determina de forma continua mediante células de
efecto Hall, que controlan las fases de las corrientes. Trate de dibujar un esquema posible para un
motor de este tipo.

23. Calcular la autoinductancia por unidad de longitud de un cable coaxial formado por un hilo
delgado de radi@ y un conductor exterior concéntrico de ratioseparados por un medio de
permeabilidad magnética . Suponga que ambos conductores son muy delgados en comparacion con
la separacioi-a.

24. Calcule la inductancia por unidad de longitud de una linea bifilar formada por dos hilos delgados
de radioa, paralelos, con una separacion entre sus centros igllaEldieléctrico que mantiene
unidos los hilos es no magnético.
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2 Ecuaciones de Maxwell

En el capitulo anterior se trataron las leyes fundamentales que rigen la electrostatica
y la magnetostética sin tener en cuenta la dependencia o la variacién temporal de los campos,
las cargas o las corrientes. Para ello se siguio un método inductivo partiendo de la expresion
de las fuerzas de Coulomb para el caso eléctrico, y de las fuerzas entre circuitos de corriente
dada por Ampere para el magnético. En este segundo capitulo trataremos la situacion mas
general en que las magnitudes consideradas cambian con el tiempo. Para ello, seguiremos un
método deductivo, partiendo de cuatro leyes obtenidas de forma experimental, llamadas
ecuaciones de Maxweltstas leyes relacionan entre si el campo eléctrico, el magnético y las
cargas y corrientes que los crean. Dichas ecuaciones fueron obtenidas de forma empirica por
distintos cientificos a lo largo del siglo XIX, y fue precisamente James Clerk Maxwell
(1831-1879) quien, aparte de introducir un nuevo término en una de ellas, se dio cuenta de
gue con tan solo estas cuatro leyes se describe por completo el electromagnetismo.

El capitulo se ha dividido en siete secciones con el objetivo de explicar los cimientos
de la teoria electromagnética. Empezaremos presentando las ecuaciones de Maxwell en
forma integral para el vacio con el objetivo de obtener una vision de la fisica que encierran.
Sin embargo, estas ecuaciones no son Utiles para resolver los problemas habituales en
electromagnetismo con lo que, en la segunda seccién buscaremos una formulacion
alternativa mas Uutil: la forma diferencial. En la tercera seccién, introduciremos las
caracteristicas de los medios materiales en las ecuaciones y en la seccién cuarta las
condiciones que deben cumplir los campos en la discontinuidad entre distintos medios. Los
aspectos energéticos asociados a los campos electromagnéticos seran tratados en la seccion
qguinta. Llegados a este punto, ya se habra establecido la teoria necesaria para comprender los
temas restantes del libro. Las dos Ultimas secciones constituyen dos casos particulares de
especial interés: la obtencion las ecuaciones para los potenciales en régimen estatico, asi
enlazaremos con el capitulo anterior, y las ecuaciones de Maxwell para variaciones
armonicas en el tiempo, con lo que introduciremos el marco en el que se desarrolla el resto
del libro.
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122 Campos electromagnéticos

2.1 Ecuaciones de Maxwell en forma integral en el vacio

En esta seccién estudiaremos las ecuaciones de Maxwell en forma integral para el
vacio. Estas ecuaciones son cuatro y algunas de ellas ya han sido tratadas en el capitulo
anterior, sin embargo, como pretendemos que este capitulo sea autoconsistente, volveremos a
tratar cada una de ellas, describiendo experimentos que ponen de manifiesto estas leyes.
También trataremos otro principio fundamental como es el de conservacién de la carga.

2.1.1 Ley de Gauss para el campo eléctrico

Supongamos que tomamos una esfera con una Qayda rodeamos con otra esfera
conductora hueca, tal como muestra la figura 2.1a. Entonces, en las superficies de la esfera
hueca se induce una carga igual a la de la esfera interna, del mismo signo en el exterior y de
signo contrario en el interior. Ademas, la carga inducida no depende de la distamice
esferas. Es decir, que hay algo entre las esferas que se mantiene constante y que ademas es
proporcional a la carga. Este algo precisamente es el “nimero” de lineas de campo eléctrico.
Si queremos calcular el “nimero” total de lineas, las deberemos integrar (sumar) sobre una
superficie que rodee la esfera central, es decir, calcular su flujo. Esta es precisamente la ley
de Gaussel flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada es proporcional a
la carga encerrada por dicha superficiatematicamente la escribiremos:

Elds=— 2. 1)

Fig. 2.1 (a) Induccion de cargas sobre superficies conductoras y (b) contribucion neta de la
carga total sobre la que aplicamos Gauss

¢, Qué implica la ley de Gauss? En general, cuando se calcula el flujo sobre una
superficie cerrada de cualquier campo vectorial, obtenemos las fuentes de dicho campo,
entendiendo como fuentes los puntos donde nacen o mueren las lineas de campo. Aqui,
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2 Ecuaciones de Maxwell 123

Gauss esté identificando las fuentes del campo eléctrico, es decir las cargas y en definitiva
nos esta diciendo que en el interior de una superficie nacen o mueren lineas de campo tan
sélo si hay cargas. En la seccién 1.1.3 hay algunos ejemplos de aplicacién de la ley de
Gauss.

Consideraciones sobre la ley de Gauss fara

a) En Q, tal como muestra la figura 2.1b, se ha incluido la contribucion de la carga neta
total, ya sea en forma de densidades o en forma puntual, encerrada por la s8pBdicie
lo tanto, la carga total puede ser escrita como:

Q :J’V,P(F') EﬂV'+LU(?') oS +L,\ (1) A=Y, g

Con la prima {',V',...) indicamos que integramos sobre las cargas, que ademas deben
estar incluidas dentro de la superfiSielegida. Para un recordatorio sobre las densidades
de carga consultese la seccion 1.1.2

b) &, es una constante de proporcionalidad llamada permitividad del vacio de valor
g, =88541L0% F /m.

C) El vector dS es perpendicular a la superficie y, por conveeiinel caso de superficies
cerradas, siempre sefiala hacia afuera del volufivéq 2.1b)

d) La ecuacion de Gauss es aplicable tanto a campos estaticos como variables en el tiempo.
En consecuencia, nos esta diciendo que la dependencia temporal del campo eléctrico sera
del mismo tipo que la de las cargas que lo crean.

2.1.2 Ley de Gauss para el campo magnético

Al igual que el campo eléctrico, ahora nos preguntaremos cual es el flujo del campo
magnético. Pues bier| flujo sobre una superficie cerrada del campo magnético siempre
debe ser nulo

fséuué:o 2.2)

Naturalmente, que el flujo sea nulo no implica ddigambién lo sea. ¢ Qué es lo que
ocurre? Como hemos dicho anteriormente, si el flujo de un campo da sus fuentes, aqui Gauss
implica que no hay fuentes de campo magnético, es decir, no tenemos “cargas” magnéticas o,
como también se les conoce, monopolos magnéticos. En consecuencia, al no haber fuentes,
las lineas de campo no nacen ni mueren en un punto, con lo que a la fuerza deben ser lineas
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124 Campos electromagnéticos

de campo cerradas. Entonces, si consideramos una superficie cerrada, o bien las lineas de
campo estan completamente rodeadas por la superficie, o bien entran en un punto y salen por
otro punto diferente, con lo que su flujo ser& nulo.

Ejemplo 2.1: Flujo a través de una superficie cerrada del campo eléctrico creado
por un dipolo y del campo magnético creado por una espira.

En la figura 2.2 se han representado las dos configuraciones propuestas y las
lineas de campo que crean. En este ejemplo vemos que si calculamos el flujo a través
de la superficie de color gris claro el resultado es nulo en ambos casos (entran tantas
lineas como salen). A partir de aqui, se podria pensar que los dos campos son
campos magnéticos, ya que se cumple la segunda ecuaciéon de Maxwell. Sin
embargo, en el primer caso el célculo del flujo depende de la superficie tomada.
Como ejemplo tomaremos la superficie gris oscuro. En el dipolo todas las lineas de
campo salen de la superficie y el flujo no es nulo (toma el valor correspondiente a la
carga que encierra). En cambio, para el campo magnético esto no ocurre: tomemos la
superficie que tomemos las lineas de campo siempre entran en la superficie por un
punto y salen por otro distinto, atravesando la regiéon encerrada. Como conclusion,
no podemos asegurar si un campo determinado es un campo magnético si N0 somos
capaces de demostrar que su flujo es nulo para cualquier superficie.

Fig. 2.2 Campos creados por un dipolo eléctrico (izquierda) y por una espira o
dipolo magnético (derecha)

2.1.3 Ley de Faraday

Las dos leyes anteriores dan cuenta de la presencia de fuentes de campo del tipo
surtidor (cargas positivas) o sumidero (cargas negativas) o la no existencia de éstas (campo
magnético. Sin embargo, el campo puede ser creado por otras causas. Las ecuaciones de

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



2 Ecuaciones de Maxwell 125

Faraday, que tratamos a continuacion, y la ecuacién de Ampére-Maxwell tratan esta
situacion.

Supongamos que tenemos un circuito que rodea un iman, el cual crea un campo al

que llamamos induccion magnéticEI, ademas, en los extremos del circuito conectamos un
voltimetro tal como muestra la figura 2.3a. En este experimento observaremos que si el iman
permanece en reposo el voltimetro no detecta una diferencia de potencial entre los bornes del
circuito. En cambio, si el iman se mueve, el voltimetro detecta una diferencia de potencial, es
decir aparece una fuerza electromotfie.fn). La expresion matemética defle.m es:

f.e.mzfclé rall

con lo cual aparece un campo eléctrico. ¢ Qué es lo que prodieenaEvidentemente no
es tan soélo la existencia del campo magnético creado por el iman, ya que en este caso, aun
con el imén en reposo tendriani@sm El efecto tiene que estar relacionado con la variacion

de Ben la region cercana al circuito. Por otro lado, se puede ver que cambiando las
dimensiones del circuito, el valor defla.m.es distinto al anterior. Al cambiar la geometria

del circuito, lo que estamos haciendo es cambiar el “nimero” de lineas de campo que lo
atraviesa, es decir, el flujo. Asi obtenemos la ley de Faraday que nos dleevgtiacion

del flujo de campo magnético con el tiempo crea campos eléctyiqus, lo tanto induce

una f.e.m.en el circuito considerado. En forma matematica se escribe:

ﬁé[ﬁ Z—i B[ds (2.3)

(a) S dl (b)

Fig. 2.3 (a) Manifestacion de la ley de Faraday y (b) relacion entre el sentido de célculo de
la circulacion y diferencial de superficie o regla del sacacorchos
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126 Campos electromagnéticos

Consideraciones sobre la ley de Faraday:

a) Tal como muestra la figura 2.3b, la direccién dI#Q/ dSestan relacionadas por la regla
del sacacorchos: si giramos el sacacorchos en el sentidb ,dsu sentido de avance
indicara el sentido dedS.

b) La superficieS es cualquier superficie abierta con la Ginica condicién de que su contorno
seaC.

C) El significado del signo negativo en el término de la derecha indica que la corriente
inducida en el circuito a su vez crea un campo magnéticegjapone la variacion del
flujo, es decir, al cambio de estado (ley de Lenz). Asi pues, el campo magnético creado
por la corriente inducida ir4 en la misma direccién (ﬁjei éste disminuye (derivada
temporal negativa) y en la direccion contraria al campB aiimenta (derivada temporal
positiva).

d) La derivada temporal en ocasiones aparece dentro de la integral de flujo. El hecho de
introducirla dentro significa que no consideramos las variaciones temporales del circuito
de integracion. En algunos ejemplos que analizamos consideramos que dicho circuito
varia con el tiempo, con lo que estamos utilizando exactamente la expi2s3¢$n

Ejemplo 2.2: Considérese un circuito rectangular como el mostrado en la figura
2.4asituado perpendicularmente a un campo magnético variable en el tiempo de la

forma B = B, coswt z. Determinar la fuerza electromotriz inducida en la espira
conductora.

Wy

f.e.m

Fig. 2.4 Induccion de fuerza electromotriz sobre una espira

Primero tenemos que determinar el sentido de calculo de la circulacion del
campo eléctrico. Tomaremos dicho sentido contrario a las agujas del reloj para asi
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2 Ecuaciones de Maxwell 127

tener el diferencial de superficie en la direccion del campo magnético (regla del
sacacorchos, Fig. 2.3b). Asi pues, tal y como hemos determinado los ejes de
coordenadas, tenemos:

B=B,coswtz
dS= dxdyz

Entonces el flujo de campo magnético sera:
_ — b _a
ISBEHS:IOL Bcosw tdxdy- B alzogo t

y a partir de la ecuacién de Faraday encontramos la fuerza electromotriz derivando el
flujo:

fem :fE @l = —%Ié [0S = abB,wserwt  V

Este ejemplo muestra claramente la ley de Lenz. Cuando el campo magnético
externo decrece (pendiente negativa del campo en la Fig. 2.4b), la fuerza electromotriz es
positiva, es decir, la intensidad de corriente va en el sentido de integracién que hemos
tomado (figura 2.4b). El resultado, como se vera en la ley de Ampére, es que esta corriente
crea un campo magnético que se suma al ya existente: se opone al descenso del campo
externo. En cambio, cuando el campo magnético externo aumenta (pendiente positiva), la
intensidad cambia de sentidae(m.negativa) y crea un campo magnético contrario al campo
externo: se opone al aumento del campo externo.

Ejemplo 2.3: Fuerza electromotriz inducida en una espira que gira en un campo
magnético constante.

La figura 2.5 muestra un esquema de la situacidon planteada. Aqui la
variacion de flujo no es debida a la variacién temporal del campo. El flujo cambiara
debido a que la superficie de célculo varia de direccion al girar la espira. El

diferencial de superficie viene definido pdS= dl dz'ndonded! es paralelo al

lado horizontal de la espirdz al vertical y el vector unitariéi es perpendicular a la
superficie. La dependencia temporal levendra dada por la proyeccién en cada
instante de tiempo sobre la base vectorial asociada a los ejes de coordenadas como:

A=coswt X+senwt ¥y
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128 Campos electromagnéticos

Fig. 2.5 Generador de corriente alterna

Ya estamos en disposiciéon de calcular el flujo de campo magnético
b a ~ ~ ~
fs J; BoX [{cogwutX + serwt §) didz = abB, cosut
Si derivamos con respecto del tiempo obtenemos la fuerza electromotriz:
f.em ==abB,wsermwt V

El principio utilizado en este ejemplo para producir una fuerza electromotriz
constituye la base de los generadores de corriente alterna.

2.1.4 Ley de Ampére-Maxwell

Supongamos el montaje experimental de la figura 2.6a consistente en un hilo
conductor y un iman préximo a éste. Si por el conductor no pasa corriente, no se observa
ningun efecto sobre el iman. En cambio, si por el conductor pasa corriente, el iman
experimentara una fuerza (se moverd). Al ser el iman un material eléctricamente neutro, la
fuerza sélo puede ser de origen magnético. La ley de Ampére justifica este hecho, al afirmar
guelas corrientes crean campos magnétjates acuerdo con:

fcéauT:uOJ’sj s 2. )

es decir, la circulacién del campo magnético sobre un circuito cerrado es proporcional a la
intensidad de corriente que atraviesa cualquier superficie que tenga por contorno el circuito.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



2 Ecuaciones de Maxwell 129

Consideraciones sobre la ecuacion de Ampeére:

a) Nuevamente, la relacion entlcﬁqy dSviene dada por la regla del sacacorchos (Fig.
2.4b)

b) La superficieS es cualquier superficie abierta con la Gnica condicién de que su contorno
seaC.

C) U, es una constante de proporcionalidad llamada permeabilidad magnética del vacio de
valor p, =4mA0" H/m

d) Aunque en el término de la derecha hemos considerado una densidad de corriente
volumica, consideraremos incluidas todas las contribuciones de corrientes que atraviesen
dicha superficie, es decir, intensidades y densidades superficiales (ver la seccion 1.3.2),
con lo cual el término de la derecha podria escribirse en funcién de una intensidad total
como:

| :uoﬁ'sjmé+ﬁjsﬁ dI+Z |k§

Y e
T

(b)

(a)

Fig. 2.6 (a) Manifestacion del campo magnético creado por una corriente y (b) caso
practico en que la ecuacion de Ampeére no se cumple al cambiar de superficie

Ahora bien, ¢la ecuacion de Ampére es una ley universal? Para responder esta
pregunta aplicaremos Ampére en el ejemplo de la figura 2.6b, donde se considera un hilo
conductor que llega a las placas de un condensador durante el proceso de carga. Si nos
situamos sobre el conductor y elegimos un circ@ty una superficie de calculs, la
superficie esta atravesada por una intensidad y como hemos comentado se cumple:
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fCBEﬁT=/JOI

En cambio, si tomamos la superficie de cal&ilgue pasa por el condensador, vemos que
ésta no esta atravesada por ninguna corriente, luego:

iéuﬂ:o

Con lo cual, al obtener resultados distintos, no se cumple la ecuacion de Ampére.

La solucién a esta incongruencia fue dada por Maxwell al darse cuenta de que a la
ecuacion de Ampére le falta un término. Dicho término debia estar relacionado con la
concentracion de carga en las placas del condensador y su desplazamiento de un lado al otro
del condensador (de la teoria de circuitos sabemos que para que pase corriente por un
circuito con condensadores, dicha corriente debe variar con el tiempo, y por lo tanto también
las cargas en las placas del condensador). A este nuevo término se le llamé corriente de
desplazamiento. Afadiendo el nuevo término, la ahora ley de Ampére-Maxwell viene dada
por:

. [l JE __0
Brel = [ + S 25
f. Hol +& [ 5¢ [0 o

Consideraciones sobre el término de Maxwell:

a) El nombre de corriente de desplazamiento es una designacion histérica. Este término en
general no esta relacionado con ninguna corriente, aunque en el ejemplo considerado si lo
esta.

b) La introduccién de este término fue propuesta por Maxwell tras una deducién tedrica a
partir del principio de conservacion de la carga que trataremos en la siguiente seccion,
donde se comenta el proceso seguido por el cientifico.

C) El término de Maxwell tiene una gran importancia dentro del electromagnetismo ya que
predice la existencia de ondas electromagnéticas. Si nos fijamos en las ecuaciones de
Faraday y de Ampére-Maxwell vemos que los campos variables en el tiempo, una vez
creados por las corrientes y las cargas, pueden sustentarse el uno al otro. Es decir, un
campo magnético variable en el tiempo, segln Faraday, crea un campo eléctrico, que a su
vez también variard en el tiempo y, segun Maxwell, éste crea un campo magnético, con lo
cual el ciclo generador queda cerrado. De esta manera, los campos pueden subsistir sin la
necesidad de cargas ni corrientes, y por lo tanto, pueden propagarse. Este es el principio
de la propagacion de ondas electromagnéticas, predicho teéricamente por Maxwell y mas
tarde demostrado experimentalmente por Hertz.
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2 Ecuaciones de Maxwell 131

Ejemplo 2.4 Tenemos un condensador plano compuesto de dos discos.
Considerando los efectos de bordes, el campo eléctrico en su interior puede ser

aproximado por:
- 0 o O
E(F,t)zEOEL—E— serwt Z p<p,
H 0P OH

donde p, es el radio efectivo de los discos. Encontrar el campo magnético entre las
placas del condensador.

B Para resolver este problema

¢ utilizaremos la ley de Ampere-
Maxwell. La figura 2.7 muestra
un esquema del condensador y
los campos. Por cuestiones de
simetria, supondremos que el
campo magnético soélo puede
tener componentes en la
direccion de la coordenadg .
Para encontrar el moddulo,
calculamos la variacion temporal
del campo eléctrico

Fig. 2.7 Lineas de campo eléctrico y
magnético entre las placas de un

condensador
- il O
9 E(r1) = Eywil- Epﬂémtoswté
ot E 0 E

Y a partir de aqui tendremos que calcular el flujo. Para ello realizaremos la integral
en la zona en que la expresion del campo tiene validez tomando como contorno una
circunferencia de radip

21
(o]

0 - ~ U 0] A A
HosoLEE(F,t) WS:HOSOI ] Eowél—%pﬁgg:oswtzﬂ)dpdfpz:
0

2 4
_ p
=HyE 027Ta)E0 ékz - %%Om
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132 Campos electromagnéticos

Este resultado, segun Maxwell debe ser igual a la circulacién del campo magnético
en el contorno de la superficie de integracion. Por simetria, el campo magnético en el
contorno es constante con lo que la circulacién queda:

ICB[uT:Jf"BqSuadqqu:zan

donde se ha tomado el sentido de integracién siguiendo la regla del sacacorchos.
Comparando los dos resultados podemos aislar y encontrar el campo magnético en el
volumen interior del condensador como

] 3
B(F,t) = u & yE, [2 - Hp_z oswt d
@2 B4po

2.1.5 Principio de conservacion de la carga.

Como se ha comentado, las ecuaciones de Maxwell describen todo el
electromagnetismo; sin embargo, existe un principio fundamental anterior a la deduccion de
las ecuaciones de Maxwell: el principio de conservacion de la carga. Este principio dice que
la carga total no se crea ni se destruye y si hay variaciones en una regién determinada del
espacio es porque la carga abandona dicha redifay corrientes). Este principio viene
descrito por la llamadacuacion de continuidague, en forma integral se expresa como:

d .
'EQ:T;J s (2.6)

Es decir, la variacion de carga en el interior de una superficie cerrada es igual a la
intensidad de corriente que atraviesa esta superficie (flujo). Este principio esta implicito en
las ecuaciones de Ampére-Maxwell y de Gauss para el campo eléctrico. Vamos a deducir la
ecuacion de continuidad, aunque este calculo tan sélo tiene interés para aquellos estudiantes
inquietos que quieran profundizar en el electromagnetismo. En su deduccion tenemos que
aplicar Ampere-Maxwell para dos superficies distiSay Spero con el mismo contorno

C (ver Fig. 2.8), es decir:

L L JEL

BN = 1, [ [ +2, <083
¢ Si[] otQd (2.7)

(L JEL .

= HOISZEU +E, d—DmS
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Fig. 2.9 Superficies necesarias en la deduccién de la ecuacién de continuidad

Es evidente que los dos miembros de la derecha deben de ser iguales (recordemos
que no dependen de la superficie) y que los diferenciales de superficie en ambos casos
siguen la regla del sacacorchos. En la Fig. 2.8 se observa que ambas superficies encierran un
volumen; asi, podemos transformar las integrales para una superficie abierta en una integral
para una superficie cerrada. Para ello, los diferenciales de superficie deben apuntar hacia

fuera con lo que simplemente debemos cambiando el sentid8 gmra la superficies, y
sumar ambas integrales. El resultado es:

ﬁ%ﬁ+go%té§:d LE!hg —E]i J'SZEJ+£ —Eﬁd

donde el signo negativo de la integral p&a viene de invertir la direccion ddS. Sin

embargo, de (2.7) sabemos que los dos miembros de la derecha son iguales, con lo que se
cumple

0. QJEO .
(0 +¢e,—0WES=0 (2.8)
s(] ot

Separando este resultado en dos integrales tenemos:

jfsj méz—ﬁeoi—fméz—%soﬁé [6S= —%Q (2.9)

donde, al aplicar Gauss en la Ultima igualdad, se ha encontrado la ecuacion de continuidad.
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En esta seccién hemos partido de las ecuaciones de Gauss y Ampére-Maxwell para
deducir la ecuacién de continuidad. El proceso que siguié Maxwell para deducir el término
de corriente de desplazamiento fue justamente el contrario al mostrado aqui: a partir de
Gauss y la ecuaciéon de continuidad completé la ecuacién de Ampére. Ademas, utilizé la
forma diferencial de las ecuaciones de continuidad y de Gauss en la deduccién.

2.1.7 Ecuaciones fundamentales del electromagnetismo

Como resumen de la seccion, las ecuaciones de Maxwell en el vacio donde se ha
considerando todas las cargas y corrientes presentes en la region de célculo son:

=—._Q
fsE s = £ Ley de Gauss pard#
fSB [@s=0 Ley de Gauss parB
R 0 .-
ch mdl = _ELB LS Ley de Faraday

JE _ .0
T E:iSE Ley de Ampére-Maxwell

S

. U
j)'CBEUI ZHOEI +£oI

Se deberia afiadir la ecuacién de continuidad, aunque ésta ya esté incluida en las ecuaciones
de Maxwell:

d L
- Q=S

Durante toda la seccidon hemos hablado de los campos, sus propiedades y relaciones;
sin embargo, en ningln momento hemos hablado del efecto que producen los campos sobre
las cargas. Este efecto no esta incluido en las ecuaciones de Maxwell y viene determinado
por la expresion de la fuerza de Lorentz:

F =qE(F,t)+vx B(T,1) (2.10)

LTH

dondeV es la velocidad de la carga y el signo™indica producto vectorial.

2.2 Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial

En la seccion anterior hemos tratado las ecuaciones de Maxwell en forma integral.
Esta representacion de las ecuaciones de Maxwell es Util para obtener una interpretacion de
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la fisica que encierran los fendmenos electromagnéticos. Sin embargo, estas ecuaciones sélo
pueden ser utilizadas en problemas muy concretos en que la geometria del sistema presenta
simetrias que facilitan la integracién. Si nos fijamos en los problemas de la seccién 2.1, los
hemos podido resolver porque presentaban una geometria sencilla y era facil resolver las
integrales que aparecian. Asi pues, se hace necesario obtener otras relaciones mas potentes y
mas facilmente aplicables para cualquier caso, es decir, que no dependan de la geometria.
Pero atencién, estas relaciones deben conservar la misma informacion que presentan las
ecuaciones ya vistas, el problema sigue siendo el mismo: describir el electromagnetismo. La
solucién consiste en derivar a partir de la forma integral unas relaciones entre los campos y
sus fuentegara cada punto del espaci®Como resultado obtenemos las ecuaciones en
funciéon de los operadores divergencia y rotacional. Estos son operadores diferenciales
siendo ésta la razén por la que las nuevas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de
Maxwell en forma diferencial. Por supuesto, la nueva formulacién conserva la misma fisica
que su forma integral, ya que las hemos derivado a partir de éstas, ga@ordependen de

cada punto del espaci&bn independientes de la geometria y, por lo tanto, mucho mas Uutiles.

En esta seccidn vamos a recordar los operadores diferenciales que nos aparecen, insistiendo
en su significado fisico, para después derivar las ecuaciones en forma diferencial. Para ello
utilizaremos el teorema de la divergencia y de Stokes.

2.2.1 Significado de divergencia y rotacional

El teorema de la divergencia es un teorema matematico que se cumple para cualquier
campo vectorial. Este teorema relaciona el flujo de un campo sobre una superficie cerrada
con la integral sobre el volumen encerrado por la superficie de una magnitud llamada
divergencia. Es decir:

fSAEde:J'Vdiqude (2.11)

dondeA es cualquier campo vectorial. Para interpretar el teorema y el significado de
divergencia, la podemos aislar como:

L ASAE@IS (2.12)
dvA= Im

Este resultado muestra que la divergencia es el flujo que atraviesa una superficie cerrada,
pero que ademas, al estar dividido AA%t, es una densidad de flujo. Pero, ¢,qué significado
tiene la divergencia? Para contestar esta pregunta debemos partir del concepto de densidad
de flujo (Ec. 2.12) y recordar que el flujo de un campo vectorial a través de una superficie
cerrada nos da las fuentes en su interior. De (2.12) se ve que la divergencia se calcula sobre
una superficie cada vez mas pequefia (hacemos el limite), de manera que al final obtenemos
el flujo que surge de un Unico punto, por lo tanto, la divergencia nosid&eun punto
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determinado hay una fuente del campodicho de otra manera, si en este punto nacen o
mueren lineas de campo.

La divergencia es un operador diferencial, y para encontrar su expresién en un
sistema de coordenadas determinado debemos partir de la ecuacién (2.12). De esta manera
podemos encontrar la divergencia para coordenadas cartesianas como:

ACdS a
div A= I|mjs dA A dAZ
av-0 AV 0x 0y 0z

Normalmente, al igual que la definicion del gradiente de un campo escalar, la
divergencia se escribe en funcion del oper&@ofnabla) utilizado en andlisis vectorial. Este
operador en coordenadas cartesianas viene definido por

J . 0 172

[l :Rx+a—yy+ﬁz

con lo que la divergencia puede definirse a partir del producto escalar ente el aperado
campo vectorial, es decir:

OA= %x+—y+—zEjA(x+ AY+ Azz)

LOA oA
dx Jdy 0z

A partir de este momento, para referirnos a la divergencia de un campo utilizaremos la
notacion[J CA en vez dediv A.

En ocasiones es conveniente utilizar otro tipo de coordenadas que en general seran
curvilineas, como es el caso de las coordenadas cilindricas o esféricas. La expresion de la
divergencia en esos sistemas de coordenadas puede consultarse en el anexo B.

Ejemplo 2.5: Dado el campo vectorial expresado en coordenadas esféricas
-k,
A= r—nr
comprobar el teorema de la divergencia considerando el volumen entre dos esferas

conceéntricas de radiosii R.
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Primero calcularemos el flujo a través de las superf@é\ﬁs con lo que

necesitamos conocer la expresion del diferencial de superficie, que seré:
dS= Pserd o dp [h

dondefi debe ser un vector unitario que sefiala hacia el exterior del volumen. Como
muestra la figura 2.9, la direccién dedepende de la superficie tomada

=-1
$

> D

R -

R, -
A continuacién integramos para cada
una de las superficies

ALES =
Sr1

f_l;zn F:an f ~F) serfdod¢ =

Fig. 2.9 — 4T ‘:_2
R

[, A= [ J’OZ” %Rﬁ P FserpdOdg = 4 Ri:‘z

con lo cual el flujo queda:

L 01 10
e

Para comprobar el teorema de la divergencia falta obtener la integral de volumen de
la divergencia. Asi pues, la divergencia en coordenadas esféricas es:

_ 14, k@ 1 Kk
= — =—(2- =(2-
OfA= 5 [0 20 oy = (2-n)

k
[ L

e integrando
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R, m2m R
LDD&dV:IIJ’(Z— r)rrtlrzserﬂdrdedda =47T(2—n)kfrdr:l =
R0 R
01 10
“ R TR

obtenemos el mismo resultado que en el caso anterior, con lo que se satisface el
teorema.

La expresién del campo utilizada en el ejemplo corresponde a campos
centrales. En concreto, cuanae2, corresponde a una carga puntual en el origen, y
como resultado el flujo total seria nulo, ya que en el volumen entre las dos esferas no
hay carga. El campo pare>2 corresponde a un modelo simplificado del campo
creado por un atomo, en que el campo creado por el nacleo (carga central positiva)
es paulatinamente apantallado por la nube electrénica (carga negativa) que lo rodea.

El otro operador que aparece en la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell es
el rotacional y, para conocer su significado, debemos utilizar el teorema de Stokes. El
teorema de Stokes se cumple para cualquier campo vectorial y nos relaciona la circulacion a
lo largo de un circuito cerrado con un flujo a través de cualquier superficie abierta que tenga
como contorno dicho circuito. En concreto, la circulacién del campo vectorial con el flujo de
su rotacional. Mateméticamente se escribe:

fc Ardl = _[S rot ACHS (2.13)

donde el sentido de giro de la circulacién y el del diferencial de superficie estan relacionados
por la regla del sacacorchos. Para obtener el significado del rotacional, lo expresaremos en
funcién de la circulacion. Entonces el rotacional en la direccién perpendicular a la superficie
ASviene dado por:

(2.14)

_lim fAQ
rOtAlﬁ:Asﬂo%

Aqui nos encontramos con una densidad de circulacion (esta divididd poAl
hacer el limite, el resultado sera la densidad superficial de circulacién alrededor de un punto,
0 lo que es lo mismo, la cantidad de campo que gira a su alrededor. Un ejemplo del
significado de rotacional lo tenemos en dinamica de fluidos. Si consideramos un fluido en un
canal, la velocidad en el centro del canal serd maxima, mientras que si nos acercamos a las
paredes disminuira debido al rozamiento y la viscosidad del fluido (los vectores de velocidad
son mas pequefios en la figura 2.10a). Para ver que efecto tiene esta no uniformidad del
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campo, introduciremos un pequefia rueda con aspas en el canal y la colocaremos en distintas
posiciones. Si la colocamos en el centro, la rueda no girara ya que la velocidad a ambos
lados de la rueda es la misma y el momento de las fuerzas resultante es nulo. En cambio, en
cualquier otro punto excepto en el centro, la velocidad en un lado de la rueda ser4 mayor que
en el otro, con lo cual el momento de las fuerzas no es nulo y la rueda girard. Entonces
diremos que el campo de velocidades tiene un rotacional no nulo fuera del centro, cuyo valor
dependera de lo rapido que gire la rueda. El ejemplo también ilustra cual es la causa de la
existencia del rotacional: la no uniformidad del campo en alguna de las direcciones
transversales a éste. Si el campo tuviera un valor constante o tan sélo variable en la direccién
del vector, no habria desigualdad entre las fuerzas a ambos lados de la rueda y ésta no
giraria. Asi puesl rotacional nos detecta la no uniformidad del campo.

Figura 2.1Qa) Significado de rotacién en dinamica de fluidos y (b) resultado
de sumar el rotacional

Volvamos al concepto de densidad superficial de circulacion. En la figura 2.10b
vemos de forma esquematica cdmo la suma de pequefas circulaciones da la circulacién en el
contorno, ya que en el interior, la circulacion alrededor de dos puntos consecutivos se
contrarresta en la zona de contacto. Esto es precisamente lo que nos dice el teorema de
Stokes: si integramos ésta sobre la superficie, el resultado final es la circulacion en el
contorno.

Nuevamente si queremos encontrar una expresion para el rotacional debemos partir
de la ecuacioén (2.14). Entonces el rotacional es:

. JA0, WA, dA0, [ JA [0
rot A=[4 A/— AZD>2+D % — ZD9+B—AY——A‘D2
Odz oJdyO 0Odz oJx0O° 0Odx y O
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En coordenadas cartesianas, este resultado del rotacional se puede escribir como el
producto vectorial del operador nabla por el campo

X Y 7
rotA—DXA—i 9 9
- “lox dy 9

A A A

ecuacion en la que aparece la nomenclatura que utilizaremos para definir el operador
rotacional ;[ x A.

Cuando calculamos el rotacional en otras coordenadas, el resultado no es
directamente el producto vectorial entre el operador nabla y el vector, sino que nhuevamente

aparecen los coeficientes métricos que multiplicaban las coordenadas angulares. El
rotacional en coordenadas cilindricas es:

5%

-1

OxA=—|— — —
plodp Jp Oz
A, pA, A

f r6 rserd¢
- 1 o 0 7
17} 00 op
A TA; rsend A

La forma desarrollada de ambas expresiones se muestra en el anexo B.

Ejemplo 2.6: Dado el campo vectorialA = xyz %+ X y“yomprobar el teorema

de Stokes para un camino cerrado sobre el plano z=1, dada por la gurva— x>
y la interseccion con y=0.

Empezaremos calculando la circulacion de nuestro campo, que dividiremos
en dos partes: integral solye0 y sobrey =1- X

XZAEU

fAM ={ A+

1
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7 ds En la primera integral, el campo es
f nulo cuandoy=0, con lo que el
5 resultado sera nulo. Para resolver la
segunda integral necesitamos
encontrar el diferencial de longitud.
En coordenadas cartesianas el
> Y diferencial de longitud viene dado

/ por:
X dl = dx X+ dyy+ dZz

Fig. 2.11

Como estamos en el plarm=1 no hay variacion erz con lo quedz=0. A
continuacion pondremady en funcién dalx sacando diferenciales a la ecuacion de
la curva

dy=d(1- ¥) = -2 xdx

con lo que el diferencial de longitud qued = (X - 2x y) dx. Si introducimos el
diferencial en la segunda integral obtenemos

[ Oyzx+ X yY(%2 Xy dx J’l'l( @- 3 % %1~ X°)¢ %2 “xy dx

donde en la expresién del campo se ha escrito la coordgmadfuncion de y la
coordenadaz se ha sustituido por 1. Haciendo el producto escalar la integral
resultante es

-1
J’l (x-3x% +2x°)dx=0

Con este resultado ya hemos encontrado la circulaciéon. Para comprobar el
teorema de Stokes debemos encontrar el flujo del rotacional, que viene dado por:

X y z
- |d Jd 0 R N
DXA_E 0_y d——xyy+(2xy X3z
xyz Xy O
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El diferencial de superficie sedS = dx dy'z donde el sentido se ha tomado segin
la regla del sacacorchos. Si calculamos el flujo

1 y=1-x? R . A y=1-x? _
J'_l'[; (xyy + (2xy — x2) 2) (Zdydx —J'_lj'o (2xy—x2z)dydx =0

obtenemos el mismo resultado que para la circulacion, con lo que hemos
comprobado el teorema.

En este ejemplo se ha calculado la circulacion para un camino cerrado de un campo
y ha dado un resultado no nulo. Como se vio en estatica, cuando esto ocurre diremos que el
campo no es conservativo. Desde otro punto de vista, de Stokes vemos que si el rotacional de
un campo es nulo, autométicamente la circulacion seré nula para cualquier camino cerrado,
con lo cual el campo es conservativo. Esta es la razon por la que a un campo conservativo
también se le llama irrotacional.

2.2.3 Forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell

En los dos apartados anteriores hemos introducido los teoremas de la divergencia y
Stokes. A continuacidon obtendremos la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell
utilizando estos dos teoremas.

La ecuacion de Gauss para el campo eléctrico la podemos escribir en funcién de la
densidad de carga volimica como:

DU |
fSEEdszg—OJ’Vp dv

De esta ecuacion vemos que Gauss nos esta relacionando un flujo con otra integral de
volumen. Si aplicamos el teorema de la divergencia a la integral de flujo, obtenemos:

LD[Edv:J’Vgﬁ av
0

igualdad que se debe cumplir para cualquier volumen, y la Unica posibilidad para que se
cumpla para cualquier volumen es que las dos funciones dentro de la integral sean la misma.
Asi pues, podemos escribir:

nE=" (2.15)
50
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gue corresponde a la ley de Gauss en forma diferencial para el campo eléctrico. Esta

ecuacion muestra que la fuente del campo eléctrico en un punto es la densidad de carga, o
dicho de otra manera, que en un punto determinado nacen o mueren lineas de campo si su
densidad de carga no es nula.

Ejemplo 2.7: Tenemos una esfera de radio R con una densidad de carga volimica
p=kr. Encontrar el campo eléctrico dentro y fuera de la esfera.

Este es un tipico ejemplo de aplicacion de la ecuacién de Gauss para el
campo eléctrico en forma integral. Sin embargo también se puede utilizar su forma
diferencial. La geometria del problema hace légica la utilizacion de coordenadas
esféricas; ademas, por simetria s6lo tendremos componente en la direccidn radial
La expresién de la divergencia para el vector desplazamiento entonces se reduce a

190 kr
r<Rr ——(r’e, )=—
rzdr( r) £,
10
r>R ——I(r’E,)=0
rzo"r( r)
Si resolvemos la ecuacion paR tenemos
0 (., kr® kr
—I(r’E . )=— 0O r’E, =—+C
0r( r) £, " 4e,

Como que para= 0 ambos miembros de la igualdad han de ser nulos, la constante
de integracion debe ser nu@= 0 Asi, el campo en el interior de la esfera es:

e kr? <R
=— r

4e
Falta resolver la ecuacion paraR

1
r2

r

0
E(rzEr):O 0 r6,=B 0 E=— r>R

donde falta por determinar la constante de integraBid@omo se justificara en la
seccion 2.4, este caso se resuelve teniendo en cuenta que el campo debe de ser igual
a un lado y a otro de la superficie de la esfera. Asi, parR se cumple
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kR _ B - B_kw
4, R?  4e,

con lo que el campo eléctrico en el exterior de la esfera es:

E k R
=—— —f
4e, r?

0

Vamos a aplicar ahora el teorema de la divergencia a la ley de Gauss para el campo

magnético, y asi obtener su forma diferencial. Siguiendo el mismo razonamiento visto para
el campo eléctrico, obtenemos:

OmB=0 (2.1 6)

resultado que muestra que, al ser la divergencia nula en cualquier punto del espacio, no hay
fuentes de tipo surtidor o sumidero y las lineas de campo no nacen ni mueren en ningdn
punto particular, con lo que deben de ser cerradas.

Ejemplo 2.8: Tenemos un campo magnético del cual conocemos dos de sus
componentes

Encontrar la component®, .

Para encontrar la componente del campo magnético que falta aprovecharemos el
hecho de que su divergencia siempre es nula. La divergencia en coordenadas
esféricas, y teniendo en cuenta que la compor@e nula, queda:

id(rzB,)+ 1 Jd(rsemdB,) _

0
r:  or r send 06

con lo cual ambos términos han de se iguales pero de signo contrario. Introduciendo
B, en la expresion de la divergencia tenemos:

1 J(rserdB, )_& 1S
r send 00 oot

cos?
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con lo cual
2 (., _ Ho IS 2 _ Ho IS _Ho IS
o"r(r Br)— 27_”20039 O r°B, = o T co¥ 0 B = o7 13 co8

donde se ha hallado la componente radial del campo magnético.

Continuaremos la transformacion de las ecuaciones de Maxwell con la ley de
Faraday que, si recordamos, en forma integral es:

. J ., ~ -
fc Eldl = _Efs BLdS
Si aplicamos el teorema de Stokes a la circulacion, la ecuacion puede escribirse
OxES= [ --260S
Is a Is ot

donde de nuevo la igualdad debe cumplirse para cualquier superficie y, por lo tanto, los
campos sobre los que se calcula el flujo deben ser iguales. Suprimiendo las integrales se
obtiene la ley de Faraday en forma diferencial:

Dxﬁz_ig (2.17)

Esta ecuacion nos esta diciendo que el rotacional del campo eléctrico, es decir, su no
uniformidad o circulacibn en un punto, es debida a la variacion temporal del campo
magnético, con lo cual, el campo eléctrico en régimen dinamico no es conservativo.

Ejemplo 2.9: Encontrar el campo magnético asociado al siguiente campo eléctrico:

=V sengrz /1) .
E(r) = n@/b) E ’ coswt)p

Por definicion un campo eléctrico debe cumplir las ecuaciones de Maxwell.
y en concreto Faraday. Asi, podemos utilizar Faraday para encontrar el campo
magnético. Para ello, calcularemos el rotacional en coordenadas cilindricas
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g pa(ﬁ 3 JE az /1)

=_1o0 o J|_0o& .V mcos(iz

DXE_po"'p o9 dz] Iz (ﬁ_ln(a/b) I cost)p
E, 0 0

resultado que debe ser igual a la variacibn temporal del campo magnético.
Integrando respecto del tiempo obtendremos el campo magnético:

0 - V 7_TCOS(7TZ/|)

ke In(a/b) |

cost)p O

é_D -V lcos(nz/l)
~Hn@/b) 1w

U
sengt )-FCEqS

dondeC es una constante de integracion independiente del tiempo que permite la
posible existencia de campos estaticos.

La siguiente transformacién es para la ley de Ampére-Maxwell que en forma integral
la podemos escribir

donde hemos escrito la intensidad de corriente en funcién de la densidad de corriente
volumica. Si aplicamos Stokes a la circulacion obtenemos:

dEQ

o 0. )
f.0xBrES= [, 0 +e,-0dS

Y como la igualdad debe cumplirse para cualquier superficie, la ecuacibn de Ampere-
Maxwell en forma diferencial es:

!

OxB=p, (2.18)

\

Sl=s
(||

17}
S

Asi pues, las no uniformidades del campo o la circulacién en un punto tendran dos posibles
causa, la variacion temporal del campo eléctrico (similar al caso de Faraday) o la existencia
de corrientes en dicho punto.
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Ejemplo 2.10: Encontrar para qué valor de la pulsaci@a las expresiones para
los campos eléctrico y magnético encontradas en el ejemplo anterior cumplen las
ecuaciones de Maxwell en una zona sin corrientes ni cargas.

El hecho de que se cumpla las ecuaciones de Maxwell implica que si tomamos la
expresion encontrada del campo magnético, aplicando Ampére-Maxwell debemos
reencontrar la expresion original del campo eléctrico. Si calculamos el rotacional

obtenemos:
p pp 2
Cegolile 9 o) 9B
“plap ¢ a7 9z P”
0 pB, O
1 sengrz/l) R
— cos
In(a/b) sz e

sin considerar las constantes de integracion, el campo eléctrico es:

dE _ -V g 1 senfrz/l)

cost)pl]
ot In(a/b) 0l O au e

Ho€ o——

-V 1 senfz/l)
In(a/b) Ol O w?l &,

0 E= sengut)p

En esta expresion del campo aparecen unas constantes que no aparecian en la
expresion inicial. Sin embargo, ambas expresiones deben ser iguales para que
cumplan las ecuaciones de Maxwell y efectivamente sean campos eléctricos.
Comparando vemos que debe cumplirse

T e
10 wu,e,

y aislando obtenemos que la pulsacién debewserrr/ 1/ &, .

Por dltimo, queda por transformar la ecuacién de continuidad que en forma integral
era
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d .
—EQ=£J[US

Si aplicamos el teorema de la divergencia y escribimos la carga en forma de integral de la
densidad, tenemos:

d B}
- pdv=[,000dv

ecuacion que debe cumplirse para cualquier volumen, con lo cual los términos en el interior
de las integrales son iguales y la ecuacion de continuidad en forma diferencial queda

d _
_EPZDE (2.20)

2.3 Ecuaciones de Maxwell en medios materiales

La materia estd compuesta por &tomos y estos atomos los podemos considerar como
un nlcleo con carga positiva rodeado de una nube de electrones. Los electrones siempre
estan en movimiento alrededor del nucleo y girando sobre si mismos. Como vemos, desde un
punto de vista electromagnético la materia esta constituida de cargas y corrientes. Como tal,
los campos electromagnéticos afectaran al medio desplazando las cargas y modificando las
corrientes. A su vez, la nueva disposicién de cargas y corrientes modificard los campos.
Tener en cuenta todas estas contribuciones por separado es una tarea practicamente
imposible. En consecuencia, se hace necesario obtener unas ecuaciones de Maxwell que
incluyan de forma sencilla estas cargas y corrientes siguiendo criterios de promediado. El
resultado sera las ecuaciones de Maxwell para medios materiales que describiran la relacién
entre los campos macroscoépicos (no tienen en cuenta la distribucion exacta de cargas y
corrientes). A continuacion introduciremos estas ecuaciones sin insistir en la deduccion
matemética ya que se ha realizado en las secciones 1.2 y 2.2. En el andlisis, clasificaremos
los materiales en tres tipos: conductores, dieléctricos y magnéticos.

2.3.1 Campos en presencia de medios conductores

Los conductores son materiales caracterizados por la presencia de electrones libres o
de conduccion. Estos electrones los podemos considerar como una aportacién de cada atomo
al conjunto del material sin estar localizados en un punto determinado. De esta manera,
forman una nube de electrones constantemente en movimiento que se veran afectados por la
presencia de campos externos. El flujo electrénico inducido por campos externos es lo que se
conoce como corrientes de conduccién. Nuestro objetivo es caracterizar este comportamiento
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para cada material. Asi pues, debemos analizar el movimiento electrénico en presencia de un
campo eléctrico, por lo que utilizaremos la ley de Newton

dondem indica la masa de electrén-g su carga. Resolviendo la ecuacion, la velocidad de
los electrones queda:

V=——-t m/ s

Conaocida la densidad de electrones por unidad de voltimda densidad de carga
sera eN. Entonces podemos encontrar la densidad de corriente como:

- N[ E
J =(—eDN)EK/=Tt Al nt

Esta expresion muestra que la densidad de corriente es proporcional al campo
eléctrico y que aumenta indefinidamente con el tiempo. Este razonamiento es erréneo ya que
las corrientes no pueden hacerse infinitas. Ademas, experimentalmente se ve que adquieren
un valor determinado que depende de cada material. ¢, Cudl es la razén por la que no aumenta
indefinidamente? La respuesta es que se producen choques entre los electrones maviles y los
atomos fijos, con lo cual seran frenados periddicamente y se llegara a un equilibrio. El efecto
de frenado se puede caracterizar por un tiemppe depende de cada material y que nos
indica el tiempo promedio entre choque y choque. Asi, la densidad de corriente queda:

N [&°T
m

J= E=0lE (2.21)

En esta ecuacién aparece el parametro fundamental por el que caracterizaremos las
propiedades conductoras de un material: la conductigidadllgunos valores tipicos de
conductores y aislantes vienen dados en la tabla 2.1.

Si queremos incluir los efectos de la conductividad en las ecuaciones de Maxwell, la

densidad de corriente de conduccion debe ser introducida en la ecuacién de Ampére-
Maxwell quedando:

. o - .
chEd :“o_rs EU E+e —0dS (2.22)
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Material Conductividad
(Qom)™
Plata 6.1010
Cobre 57010
Oro 4100
Aluminio 35010
Agua del mar 4
Silicio 39110*
Agua destilada 10™
Vidrio 10712
Cera 10

Tabla 2.1 Conductividad de algunos materiales

Al hablar de conductores, nos referiremos a ellos haciendo la distincion entre buen
conductor y conductor perfecto. Las caracteristicas del buen conductor las trataremos en la
seccion 3.5.

Un conductor perfecto es un medio idealizado en @ue «, es decir, en que no
hay colisiones y la velocidad de los electrones es infinita. En muchas de las aplicaciones que
estudiaremos, por simplicidad, nos interesara considerar los conductores perfectos. Asi pues,
debemos analizar las consecuencias que tendra considerar una conductividad infinita. Para
extraerlas nos tendremos que fijar en la ecuacién (2.22), ya que debe seguir cumpliéndose.
Una conductividad infinita, al cumplirse la igualdad, implica que el campo magnético debe
ser infinito, situacién que es fisicamente imposible. Si queremos evitar que el término de la
derecha dé infinito, el campo eléctrico que aparece en la ecuacion debe ser nulo y asi
contrarrestarla conductividad infinita. Precisamente, la principal caracteristica de los
conductores perfectos es gelecampo eléctrico en su interior es nufiyopiedad que sera
reafirmada en la seccion 2.5.2 desde un punto de vista energético. Vamos a ver que
consecuencias se deducen de la nulidad del campo eléctrico dentro de un conductor perfecto:

a) De la ley de Faraday vemos que si el término de la izquierda es nulo, y por lo tanto
también el término de la derecha, el campo magnético debe ser independiente del tiempo
para que la derivada se anule. Asi pulesitro de un conductor perfecto sélo pueden
haber campos magnetostaticos

b) En la aproximacién estatica el campo eléctrico es el gradiente de la funcién potencial;
luego, si el campo es nulo, se cumplé = 0. En consecuencia, el potencial eléctrico
debe ser constante en todo el volumen, y por lo tantoconductor perfecto es un
volumen equipotencialAdemas, desde un punto de vista matematico, al ser el campo
eléctrico el gradiente del potencial, siempre es perpendicular a las superficies
equipotenciales,el campo exterior sobre la superficie del conductor siempre es

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



Ecuaciones de Maxwell 151

perpendicular a éstaEsta Ultima propiedad también es aplicable a campos dinamicos y
sera justificada en la seccion 2.4.1.

¢) En el interior de un conductor perfecto no pueden haber cargas, en caso contrario se
crearia un campo eléctrico. Debe entenderse entonces que existen dos densidades
volimicas de carga, una negativa, formada por la nube de electrones libres, y otra
positiva, debida a la red i6nica, que se cancelan punto a punto en el interior del
conductor.

d) Que en el interior de un conductor no haya carga neta no significa que en un conductor no
pueda haberlas: en un conductor perfecto las cargas estan siempre sobre su superficie en
forma de densidad de carga superficial.

e) Existe una relacién biunivoca entre la densidad de carga superficial y el campo eléctrico
exterior: la carga se distribuirA de manera que contrarreste el campo exterior,
manteniendo el campo nulo dentro del conductor. Esta relacion la encontraremos
nuevamente en la seccion 2.4.1.

2.3.2 Materiales dieléctricos

Los dieléctricos son materiales eléctricamente neutros en que los electrones estan
ligados a los atomos o moléculas que lo forman. Asi pues, los electrones no pueden
trasladarse liboremente y por lo tanto no crearan corrientes de conduccion, es decir, son
materiales aislantes. El efecto de los campos eléctricos sobre estos materiales se limita a un
pequefio desplazamiento de las cargas respecto sus posiciones originales. Como se vio en el
capitulo primero, este efecto se conoce con el nomhpeldezacion Aqui, vamos a repetir
los conceptos basicos de este fendmeno, pero desde un punto de vista mas intuitivo, y ver
como caracterizarlo.

Fig. 2.12Ejemplo de polarizacion eléctrica
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La figura 2.12 muestra de forma esquemaética el efecto de la polarizacién. En un
primer momento tenemos los atomos neutros, uno junto a otro, de manera que la carga total
es nula. Bajo la accién de un campo eléctrico, las cargas negativas y positivas se desplazaran
en sentidos contrarios formando cada atomo un dipolo eléctrico de momento dipolar

p= qﬂg. El material en su conjunto también presentara un momento dipolar total inducido

gue sera la suma de los momentos de los atomos, entonces diremos que el material esta
polarizada El valor del momento dipolar del material para un campo eléctrico dado, aparte

de las caracteristicas del material, dependerd de sus dimensiones, con lo cual, en caso de
conocerlo, no define el estado del material. Por esta razon, es preferible conocer y trabajar
con densidades de momento dipoldadarizacion

P(F) = lim — = ,  (cm) (2.23)

Ejemplo 2.12: Efecto de la introduccién de un material dieléctrico en un
condensador de placas planas:

Para entender como nos afecta la polarizacion o la aparicibn de cargas
ligadas en el célculo de los campos eléctricos vamos a considerar el efecto de
introducir un material entre las placas de un condensador.

S
Hildiobiidieabopaaoaag
++F++++H[++++FF ++++++|++++++

(b)

A A A A A A A
+

+ 1 + | + [ + + |+ [+ ]+ T T T T
_v_v_v_l_v_l_v_ - - - - -

ﬂﬁ‘ﬁﬁ
(c) (d)

Figura 2.130rigen del aumento de capacidad en un condensador
debido a la introduccion de un dieléctrico
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La figura 2.13a representa un condensador plano donde se han trazado las
lineas de campo eléctrico. En la siguiente figura, donde se ha introducido un
dieléctrico, vemos como el material, que consideraremos compuesto por una
infinidad de atomos, se polariza. La carga total del material es nula, como lo era
inicialmente (igual niumero de cargas positivas y negativas). Sin embargo, en el
interior del material podemos agrupar la carga negativa de un dipolo con la positiva
del dipolo que estd inmediatamente debajo. El resultado de esta agrupacion se
muestra en la figura 2.17c, donde aparece una densidad de carga en las superficies
superior e inferior del dieléctrico, con lo que el material crea un campo que va en
sentido contrario al creado por el condensador. Si sumamos los dos campos, como
muestra en la figura 2.17d, las lineas de campo en el interior del material disminuiran
respecto las que habia en el condensador sin dieléctrico, es decir, disminuye el
campo total en el interior del condensador. En consecuencia, la diferencia de
potencial entre placas también disminuye y por lo tanto su capacidad aumenta

(C=QN).

Este ejemplo muestra cémo la existencia de una polarizacion esta relacionado con la
aparicion de densidades de carga en el material. A estas cargas la llamaremos ligadas y las
indicamos por el subindide (boundell siendo una consecuencia del desplazamiento de las
cargas que forman el dieléctrico. Esta denominacién se da en contraposicion a la carga libre,
indicada por el subindidg(fre€) y que no es propia del material pero que puede introducirse
de forma artificial. La expresion matematica de las densidades de carga ligada superficiales y
volumicas se dedujeron en la seccién 1.2 y vienen dadas por

g, = P p,=-0P (2.24)

dondefi es un vector unitario normal a la superficie del material y dirigido hacia el exterior.
En la figura 2.14 podemos ver el significado de estas expresiones. La simple existencia de
dipolos implica la aparicién de densidades de carga superficiales, pero como muestra la

figura 2.14a ser4 maxima en las superficies perpendiculares a la direcéy dénima en
las paralelas ya que tendremos tanto cargas positivas como negativas. Asi que, cuanto mayor

sea el angulo entrd® y fi, menor sera la densidad de carga superficial, como se ve si
contamos las cargas que tocan a las distintas superficies en la figura 2.14a.

La densidad de carga volumica estd asociada a la no uniformidad o no
homogeneidad de la polarizacion que puede ser debida a variaciones estructurales de la
materia 0 a la presencia de densidades de carga libre. En la figura 2.14b se muestra un caso
de material no homogéneo donde la polarizacién es mayor en la parte superior (hay mas
moléculas) que en la inferior del material. Si agrupamos las cargas entre distintos dipolos
(los rodeados por la linea) una de las cargas negativas no queda contrarrestada, con lo que
aparecera una densidad de carga volumica neta. Dicho de otra manera, el aumento de la
polarizacién es debido a la presencia de esta carga, es decir, es la fuente de la polarizacion,
con lo cual debe estar relacionado por la divergencia
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Fig. 2.14Significado de las densidades de carga ligada
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Si queremos obtener las ecuaciones de Maxwell para medios materiales deberemos
introducir (2.24) en aquéllas ecuaciones en que aparezcan las cargas, en concreto en la
ecuacion de Gauss para el campo eléctrico. Como vimos en la seccion 1.2.3, la ley de Gauss
entonces se escribe:

O = 3 @S =
£ §,DHS=Q (2.25)
donde p; y Qr son respectivamente la densidad de carga y la carga total libre en el interior

de la superficie, yD es el vector desplazamiento definido como

O

=g,E+P (CInP) (2.26)

Si observamos la nueva ecuacion de Gauss, vemos que s6lo depende de las cargas
libres, es decir, no consideramos los efectos del material; luego en el célculo de la
divergencia o del flujo tampoco nos afectard la presencia del material. Esta es la razén por la
gue introducimos el vector desplazamiento, pongggesitamos una magnitud, como es la
divergencia de D que no dependa de las caracteristicas del material

El siguiente paso consiste en buscar una definicibn méas compacta del vector
desplazamiento en funcion del campo eléctrico. Para ello debemos recordar que la
polarizacién es un efecto inducido por el campo eléctrico; luego tiene que ser una funcién
dependiente de éste, y por supuesto de las caracteristicas del material. Si queremos
determinar esta funcion, que no conocemos, la podemos descomponer en series de Taylor,
con lo que la polarizacién queda:

B(r.) = (X, (NEFD+ X2 CETHE L)+
+ X2 (MEFHEFDEFL)+....)
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donde Xe(i) son los coeficientes de Taylor (adimensionales) que reciben el nombre de

susceptibilidad eléctrica del medio y deben ser hallados experimentalmente. Es importante
darse cuenta qukla susceptibilidad eléctrica s6lo depende del medio y por lo tanto lo
caracteriza.En general, son tensores donde el valor de los coeficientes depende del material
y de la posiciéni y el superindice indica el orden. Segun las caracteristicas de la
susceptibilidad podemos clasificar los materiales en los siguientes grupos:

a) Medios lineales: Como vemos la polarizacion incluye términos en los que aparecen
potencias del campo eléctrico. Entonces diremos que el medio es no lineal. Si la
susceptibilidad de orden mayor a ufip ¥ 1) es nula entonces el medio es lineal ya que
la dependencia de la polarizacién con el campo eléctrico es lineal.

b) Medios is6tropos: El hecho de que la susceptibilidad sea un tensor implica que las
propiedades del material dependen de la direccion del campo eléctrico. Si esto no ocurre
y la polarizacion del medio es independiente de la direccién del campo, diremos que el
medio es is6tropo. Entonces cada uno de los tensores puede ser substituido por funciones
escalares.

c) Medios homogéneos: Los coeficientes del tensor susceptibilidad son funciones que
dependen de la posicién con lo que las propiedades del material dependeran del punto
considerado. Si las propiedades son las mismas para cualquier punto del material, como
por ejemplo en un cristal perfecto, diremos que el medio es homogéneo. Entonces los
coeficientes del tensor son constantes.

A lo largo del libro, por cuestiones de simplicidad, nos limitaremos a medios lineales
isotropos y homogéneos, con lo qe es un escalar. Entonces la relacion entre campo

eléctrico y polarizacion se reduce a

P(F,t) = £,x. E(T 1) 2.27)

Podemos aprovechar este resultado e introducirlo en la expresién del vector
desplazamiento para obtener éste directamente en funcién de las caracteristicas del material y
del campo eléctrico

D=¢,E+e,xE=¢c(1+X)E

de donde podemos definir dos nuevos parametros que caracterizan y describen las
propiedades del medio material: la permitividad relativa del medio

£.=(1+x.)
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y la permitividad del medio

£E=€,¢, (F/m)
En definitiva hemos encontrado que los medios dieléctricos pueden ser caracterizados por la
susceptibilidady., la permitividad relativee , o la permeabilidad del medio

Como resultado, para medios lineales isétropos y homogéneos, el vector
desplazamiento puede escribirse simplemente en funcién del campo eléctrico como

D=¢,,E=¢E (2.28)

r

con lo que la ecuacién de Gauss simplemente queda:

DEE:&
&

De esta manera, los medios dieléctricos lineales isétropos y homogéneos pueden ser
analizados como si estuviéramos en el vacio, pero substituygngor € . En la seccion

1.2 puede encontrarse ejemplos resueltos en los que intervienen medios dieléctricos.
Volviendo al ejemplo del condensador, ahora podemos dar otra interpretacion de por

gué aumenta la capacidad. La capacidad para un condensador plano puede escribirse en

funcién de sus dimensiones corfib= € S/ d, donded es la distancia entre conductores y

Ssu superficie. En este caso la capacidad aumenta porque al introducir un material aumenta
la permitividad del medio, mientras que en la interpretacion inicial era debido a la
disminucion de la diferencia de potencial.

2.3.3 Materiales magnéticos

A escala microscopica la materia esta formada por electrones en movimiento, por lo
tanto crearan y se veran afectados por los campos magnéticos. En esta seccion trataremos
como estas corrientes contribuyen al campo macroscépico total. Todos los materiales
contienen electrones en movimiento; luego desde un punto de vista estricto todos los
materiales son magnéticos. Sin embargo para nosotros, los materiales magnéticos son
aquellos en que los efectos magnéticos macroscopicos son importantes.

De forma simplificada, los materiales pueden ser considerados como un conjunto de
pequefias espiras. El efecto de los campos magnéticos sobre el material consiste en una
reorientacion de las espiras (Fig. 2.15); entonces diremos que el materns@séizado

Las espiras estan caracterizada por el momento dipolar magnéticb[5, y el
momento magnético total del material sera la suma de los momentos de cada espira. Para
caracterizar los efectos magnéticos utilizaremos la densidad de momento magnético o
magnetizaciéon
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(2.29)

RO A &
@) (b)

Figura 2.15=jemplo de magnetizacion

Ejemplo 2.13: Efecto de los materiales magnéticos sobre el campo creado por una
bobina.

Fig. 2.16

Para entender cémo afecta la magnetizacion vamos a considerar los efectos
de un material magnético dentro de una bobina. En la figura 2.16a vemos como el
campo en el interior de la bobina magnetiza el material, orientando las espiras en una
misma direccién. Si hacemos un corte transversal (Fig. 2.16b) vemos cémo en el
interior del material las corrientes en las espiras se anulan en el punto de contacto
con la vecina. Esto no ocurre con las espiras situadas en la superficie del material, ya
gue éstas tendran un lado que coincidira con la superficie del material y no estara
contrarrestada. Si consideramos la aportacién de todas las espiras que estan en la
superficie el resultado sera la aparicion de una densidad de corriente en la superficie
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del material a la que llamaremos de magnetizalgioksta densidad de corriente va
en la misma direccion que las corrientes de la bdbitan lo que en este ejemplo el
campo magnético creado por el material se suma al campo creado por la bobina.

La expresiéon que nos da las densidades de corriente de magnetizacion superficial y
volimica ya vistas en el capitula anterior son:

Jey =M xA J, =0xM (2.30)

donde nuevamenté es un vector unitario normal a la superficie del material dirigido hacia

el exterior. El significado de estas expresiones lo vemos en la figura 2.17. En el primer caso,
ya vimos que las espiras inducen corrientes superficiales, sin embargo, estas corrientes
apareceran si el vector magnetizacion es perpendicudiarGomo muestra la figura, en la

base del cilindro ambos vectores son paralelos con lo que la densidad de corriente superficial
debe ser nula y, efectivamente, la disposicion de las espiras muestra que no hay una

contribucién neta. De esta manera vemos &ligy i deben estar relacionados por el
producto vectorial.

(@) (b)

Fig. 2.17Interpretacion de las densidades de corriente de
magnetizacién

Las densidades de corrientes volumicas aparecen cuando hay algun tipo de no
uniformidad del medio o de los campos externos. La figura 2.17b muestra la creacion de
estas corrientes debido a la no uniformidad del medio. Si nos fijamos en la zona rodeada por
una linea de puntos, el nimero de corrientes elementales que atraviesan la superficie de color
gris es mayor en el sentido hacia dentro del papel que hacia a fuera. Como resultado
aparecera una densidad de corriente volimica que atraviesa la superficie. La figura también
muestra que este efecto esta relacionado con la no uniformidad de la magnetizacion (el
tamafio del vector aumenta al desplazarnos verticalmente) y en la seccion anterior vimos que
no uniformidad implica la existencia de un rotacional. En este caso el rotacional de la
magnetizacién es directamente la densidad de corriente de magnetizacién volumica.
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El siguiente paso es considerar el efecto de los materiales magnéticos sobre los
campos. Para ello, debemos introducir las densidades de corriente de magnetizacién en las
ecuaciones donde aparezcan densidades de corriente, es decir, en Ampére-Maxwell. A parte
de esta densidad de corriente, debemos considerar otras dos posibles contribuciones: la
densidad de corriente libre y la densidad de corriente dipolar. La primera corresponde al
movimiento de los electrones libres debido a la accidon de un campo externo y la indicaremos
por J. La segunda esta relacionada con la variacién temporal de la posicion de las cargas
ligadas, es decir, las oscilaciones de los dipolos, y vendra dada por:

|
(o))
ol

J, =

N5
-

Introduciendo todas estas contribuciones para la densidad de corriente en la ecuacién
de Ampére-Maxwell vy utilizando el procedimiento seguido en el capitulo anterior, el
resultado es

OxH=J, +— fCHmT:|f+_[—mS (2.31)

donde sélo aparecen de forma explicita las corrientes libtes la intensidad de campo
magnético o simplemente campo magnético y viene definido por

. B
H=—-M  (Am)
Ho

aunque la forma habitual de encontrarlo escrito es
B=p (F+N) (2.32)

La ecuacion (2.d) constituye la ley de Ampére-Maxwell en medios materiales. Su
principal caracteristica es la independencia respecto de las caracteristicas magnéticas del

material, gracias a la introduccién del carhpoy tan sélo dependeré de las corrientes
libres.
Al igual que en dieléctricos, podemos desarrollar en serie de Taylor la dependencia

de M respecto deH , dependencia que para medios lineales isétropos y homogéneos se
reduce a

M = x H (2.3 3)
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que corresponde al primer término del desarrollo de Taylor, gppes el coeficiente
susceptibilidad magnética. Introduciendo (2.3 3) en la ecuacién (2.32) obtenemos

B = 1oL+ X)) H = propt H = i H (234)

donde de forma similar a los dieléctricos se define la permeabilidad magnética relatyva
la permeabilidad del medipp = u , u . Estos parametros, junto cgp,,, caracterizan las
propiedades magnéticas del medio.

Nuevamente, en medios lineales is6tropos y homogéneos, la presencia de medios

materiales puede ser tratada simplemente substituyendo en las ecugigiquoesy . En el

ejemplo 2.13 se vio que el campo magnético en una bobina con un medio magnético
aumentaba debido a la aparicion de corrientes de magnetizacion. Por otro lado, el campo
magnético de una bobina puede obtenerse a partir de la ley de Ampére para medios
materiales comoB = unl . Este resultado permite una nueva interpretacion: el campo

aumenta al aumentar la permeabilidad del medio.

permeabilidad relativa i, tenemos un flujo de densidad de corriente libre
3\, =K/ p 2 (A/nf). Encontrar la corriente de magnetizacion inducida.

corriente de magnetizacion vendra dada por:

con lo que deberemos encontrar la expresién pdraProcediendo como en el
ejemplo 2.7 tenemos:

u(
HoH o

0 M=H(u, -1

I
MO

con lo que deberemos encontidmplicando Ampére

fcﬁmlef
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Ejemplo 2.14: En un medio magnético lineal isétropo y homogéneo de

En este ejercicio tenemos una densidad de corriente volumica que inducira
corrientes de magnetizacion. Al no considerar los limites del medio y no haber
superficies no podemos tener densidades de corrientes superficiales. La densidad de
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Nuestro problema tiene simetria cilindrica; luego calcularemos las corrientes que
atraviesan una superficie circular de ragio

I, :J’Sjmézf‘[jn%pdpm = 2rmpK

Por simetria, nuestro campé debe tener una Gnica componente en la direccién de
la ¢ y ademas debe ser constante por lo que la circulacién queda:

f H ol =H,2mp

Igualando las dos ecuaciones, el campo magnético obtenido=e¢ , con lo cual
la magnetizacion sera

M=K(u,-1¢ .

Para terminar falta calcular el rotacional de la magnetizacion que en
coordenadas cilindricas es:

A A TP
) .1 1 1
Jo=0xMm==|-— = Zl==5%(pM,)20==Ku,-1z
" plop 9¢ Iz pcﬁp( “’)D o

M, pM, M,

Este ejemplo muestra cdmo en un caso en que tenemos un medio homogéneo pueden
aparecer unas corrientes de magnetizacién por el simple hecho de tener una densidad
de corriente libre. De forma similar, una densidad de carga libre puede generar
cargas ligadas, tal y como se vio en el ejemplo 1.25 del capitulo anterior.

2.3.4 Ecuaciones fundamentales del electromagnetismo en medios materiales

En las 2.3.2 y 2.3.3 hemos obtenido las ecuaciones de Gauss para el campo eléctrico
y la de Ampére-Maxwell en presencia de medios materiales. Las otras ecuaciones, Gauss
para el campo magnético y Faraday, seran validas tanto en presencia de medios materiales
como en el vacio, ya que no aparecen en su expresion cargas ni corrientes que pudieran ser
afectadas por las caracteristicas del medio. Por lo tanto las ecuaciones de Maxwell teniendo
en cuenta la presencia de medios materiales seran:
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forma integral forma diferencial
Sf) [@[S= Q OMD=p
BrHS=0 HUB=0
) . oxg=-28
Edl =-—( BS ot
c otJs _
5 Oxfi=j+ 22
Jml = bty TS - at
CHEiI I, +J’S§t [aSs

donde en ninguna de ellas es necesario tener en cuenta las cargas y las corrientes que forman
la materia. A estas ecuaciones deberian afiadirse las ecuaciones

D=¢g,E+

B=pu (H+M)

o

denominadaselaciones constitutivas de la materiga que su forma exacta determinara las
propiedades electromagnéticas de un determinado medio y es donde aparece la relacion
existente entre las cargas ligadas y corrientes de magnetizacion y los campos externos, es
decir la respuesta del material. Para medios lineales isétropos y homogéneos las relaciones
constitutivas se reducen a

D=¢g,c E B=p,u, H

Donde las caracteristicas del material vendra determinadas, poi, .

2.4 Condiciones decontorno

En la seccion 2.2 hemos deducido las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial y
en la 2.3 para medios materiales. Indirectamente, en su obtencion, hemos asumido que el
medio es infinito y que estara caracterizado por una determinada conductividad, una
permitividad y una permeabilidad. Sin embargo, en la practica tendremos cambios de medio
con lo cual nuestros campos se veran afectados en las superficies de separacion. Las
ecuaciones de Maxwell en forma diferencial no describen qué ocurre en las superficies de
separacion entre medios, ya que relacionan entre si los campos y sus fuentes en un punto,
pero no tienen en cuenta lo que ocurre en otro punto justo a su lado. La informacion sobre
los campos en las superficies de separacion la tendremos que buscar en la forma integral de
las ecuaciones de Maxwell, ya que éstas si dan informacion sobre el comportamiento global
en una region determinada. El resultado serd unas relaciones entre las distintas componentes
de los campos, llamadas condiciones de continuidad, de frontera o, en general, condiciones
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de contorno. El proceso que seguiremos a continuacion, consiste en tomar cada una de las
ecuaciones de Maxwell en forma integral y ver que informacién se deriva en las superficies
de separacion entre dos medios o superficies con cargas y corrientes.

2.4.1 Continuidad de los campos eléctricos
La informacién sobre continuidad de los campos eléctricos aparece en la ecuacion de

Gauss para el campo eléctrico y la ecuacion de Faraday. Empezaremos con la primera de
ellas, que en forma integral y para medios materiales se escribe:

jisﬁméz Q

Fig. 2.18 Superficie para el célculo de Gauss

Para el célculo del flujo tomaremos un elemento de superficie cilindrico que
atraviese la superficie de separacion entre los dos medios (Fig. 2.18). El flujo sobre la
superficie cerrada la podemos descomponer en el flujo a través de cada uno de sus lados con
lo que tendremos

.fA? mé :IAS. _q' Ekj_$+IA9 #QD6§+J.ASI #Dj as

donde con el subindice identificamos el campo o la superficie en cada uno de los medios.
Como estamos interesados en el comportamiento en la superficie de separacion, no

interesa tener flujo sobre la superficie lateral. Asi, tenemos que disminuir la superficie lateral

ASI, con lo que haremos tender a cero la altura del cilihdro O, igualando, ademas, las

superficies superior e inferiadkS1= A2 = A S Falta el calculo del flujo parASly AS2,

para ello, tomaremos un vector unitafionormal a la superficie de separacion entre ambos

medios y dirigido al medio 1. Entonces, el flujo queda:
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fA? m§=IAS D ChdS +LS*|;EQ—A)1 ds=
:J’Asﬁ[@l - Dz)ds (2.35)

con lo que ya hemos calculado el primer miembro de la ecuacion de Gauss. Falta por
calcular la carga libre total dentro del volumen. En general sera:

Q :Lp dV+IASa ds

correspondiente a la densidad de carga volumica y la densidad de carga superficial que
pueda haber dentro del cilindro. Al hader- 0 el volumen también tiende a cero, con lo

que la contribucion a la densidad de carga volimica se anula y s6lo queda la densidad de
carga superficial. A partir de aqui, igualando con (2.35), obtenemos

[ D, -D,)ds=[ o ds

Esta igualdad debe cumplirse para cualquier superficie por lo que las dos funciones dentro de
las integrales deben ser iguales. Asi obtenemos la condiciébn de contorno para las
componentes normales del vector desplazamiento:

A [qul _ Dz) —g (2.36)

Para entender esta ecuacion debemos pensar que, al multiplicar escalarménte por

s6lo sobreviven la componente normal a la superficie de sepaxeiéh. Asi pues,a
diferencia (si existe)entre las componentes normaldsl vector desplazamienten los
puntos entre dos medios materiales es debida a una densidad superficial de carga libre

Como hemos comentado, la ecuacion de Faraday en forma integral nos va a
proporcionar mas informacion sobre la continuidad de los campos eléctricos:

L /B .
fc E [l =—Isﬁms

Para ello, como muestra la figura 2.19, aplicaremos esa ley sobre un elemento de circulacion
gue atraviese la superficie. En el célculo necesitamos definir dos vectores unitagas:

es normal a la superficie entre medios, tangente al circuito y dirigido al medio, hue es

normal al circuito y tangente a la superficie entre medios. Utilizaremos estos dos vectores
para indicar cualquier direccién en nuestros célculos. Entonces, la circulacion la podemos
descomponer en la integral de linea sobre cada uno de sus lados:
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Fig. 2.19 Circuito para el calculo de Faraday

f B =] EtixMdi+[ EL-Hd+

- . - _ 0é[ﬂ (2.37)
+IF3E2 [(Ax 1) d|3+Ir4EEhdL__ISW ds

Como estamos interesados en conocer los campos sobre la superficie, haremos
tenderh - 0; asi, los términos de circulaciéon sodr@ y "4 podran ser despreciados y

los dos lados restantes se igualBh=T2=Al. Ademas, la superficie sobre la que
calculamos la variacion del flujo de campo magnéti€os hAl, al tomarh - 0 la
podremos despreciar. Asi pues, la ecuacion (2.37) en estas condiciones se reduce a:

jic E Cal :Im E, {{tx M) d|+_[m E [hx 1) dl=0
Como esta igualdad debe cumplirse para cualquier valfd déa Unica solucion es que:
El Qi xA)Al- Ez(fx NAI=0

Un aspecto importante de este resultado, es que al eliminar las integrales esta relacion es
independiente del circuito de calculo elegido, con lo que siempre se cumple. Esta ecuacion
nos relaciona los campos a ambos lados de la superficie de separacion, sin embargo, vamos a
encontrar una expresién mas util. Si utilizamos la propiedad vectorial

albx¢ =blcx ) (2.38)

y después simplificamos, obtenemos la condicion de contorno para las componentes
tangenciales del campo eléctrico en una forma mas compacta:
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ﬁx(El_ E2)=O (2.39)

Para entender esta ecuacioén, debemos recordar que, al hacer el producto vectorial, las
componentes del campo paralelas ae anulan; luego, la ecuacion (2.39) nos indicdapie
componentes tangenciales del campo eléctrico a una superficie de separacion entre dos
medios siempre son continu@guales).

Ejemplo 2.15: Tenemos dos dieléctricos lineales isétropos y homogéneos con
permitividad relativae ,, y €,,, respectivamente. La superficie de separacion se

encuentra en el plano y = 0 con una densidad de cargeEncontrar el campo
eléctrico sobre la superficie del segundo medio si sabemos que el campo sobre la

superficie en el medibes E1| s =E,X+E Vy+E,Z.

Primero debemos encontrar el vector normal a la superficie, que, como muestra la
figura, esfi=-y. La primera condicion de contorno se aplica sobre el vector

desplazamiento, luego, teniendo en cuentalfql;esrsoﬁ , tenemos

_9[(‘9 € Oél_g x€ I_E'z):
€ 0(—5 vEy +E 2rE2y):G

o

donde sélo sobreviven las
componentes en la direccion normal
Aislando la componentg del campo
en el medio 2 obtenemos:

o &
E2y| < - + 2
SOSZr € 2r

E

1y

Fig. 2.20

Las componentesy z las encontraremos aplicando la condicion de contorno
nx (El - Ez): _9x (El - Ez): (Elx - sz)z_ (Elz - En))’Z =0

con lo que cada una de las componentes del vector resultante deben ser nulas, asi

pues
Elx = E2x

Elz = EZZ
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De los resultados anteriores podemos escribir el campo eléctrico en el medio 2 pero
en la superficie de separacién como:

= ~ g & ~
E,| =E, X+ - N E B+E,?
s O£2r £2r

Ejemplo 2.16: Campo eléctrico sobre la superficie de un conductor perfecto con
densidad de carga superficiat (no confundir con conductividag = o)

L
o=c0 E>=0

Fig. 2.21

Recordemos que en el interior de un conductor perfecto el campo eléctrico es
nulo, con lo que las condiciones de contorno se reducen a

—

AxE =0
AD, =0

La primera de estas expresiones muestra que sobre la superficie de un
conductor perfecto no tenemos componentes tangenciales, es decir, el campo
eléctrico siempre es normal a la superficie de un conductor perfecto. La segunda
expresion la podemos escribir como

e ALE, =0

Esta expresion muestra que existe una relacion biunivoca entre la componente
normal del campo eléctrico y la densidad de carga superficial. Estos resultados en
conductores perfectos coinciden con los obtenidos en electrostatica, que, como ya se
comento en la seccidn 2.3.1, aqui justificamos para campos variables en el tiempo.

2.4.2 Continuidad de los campos magnéticos

Procederemos como para los campos eléctricos, analizando la informacién contenida
en la ecuaciéon de Gauss para el campo magnético y para la ecuacion de Ampere-Maxwell.
La primera de ellas es:
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fsé [MS=0

Para ello tomaremos el mismo elemento de superficie de la figura 2.18. Entonces tendremos
el flujo como

.fSB mS:IASl BDd$+J'AS §|:| d§+.IA SI B qjs 0
donde si tomamod —» 0 y hacemos las mismas suposiciones que en la secciéon 2.4.1,

obtenemos
ﬁ[@l‘ BZ)=O (2.40)

gue nos da la condicién de contorno para la componente normal de los campos induccion

magnética. Esta nos dice que lemmponentes camp® normales a la superficie de
separacion entre dos medios del siempre deben ser continuas

Por ultimo analizaremos qué ocurre con las componentes tangenciales de los campos
magnéticos. Para ello analizaremos la informacion contenida en la ecuacién de Ampére-
Maxwell:

- . ¢DO .
f H [l :J'EU+—DdS
c s[] ot [

I A

12 A:/ ]:

Fig. 2.22Circuito para el célculo de Ampere-Maxwell

En el calculo elegiremos un circuito como el de la figura 2.22 que en general estara
atravesado por una densidad de corriente. Al igual que para las componentes tangenciales del

campo eléctrico definiremos dos vectores unitafiog  que seran respectivamente normal
y tangente a la superficie de separacidn. Entonces la circulacién puede escribirse:
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f. H ol =Ir1H1 f xA)dl, [, H [{-f) dl,
JrH. x)diy+ [ AR,

Si hacemos tenddr — 0, obtenemos

fc Hmf=LIH1[¢f><ﬁ)o||+LI H, [{Ax t) di=
= (H, - H,)dt xn)d (2:41)

Al

Falta calcular los otros términos. Respecto al termino de corriente de desplazamiento
al hacer h - 0 tenemos que la superficie de integracl®r M\ | se hace cada vez menor,

con lo que el resultado final sera nulo:
. oD .
I|mJ' —[dS=0
h-oJs gt

Por lo que respeta a las corrientes, las podemos descomponer en una densidad
volimica mas otra superficial:

Is J Eﬁé:.[s :" Ct dSi_J-Al *g COtd (2.42)

donde al disminuir la superficie s6lo sobrevive el término de densidad de corriente
superficial. lgualando (2.41) y (2.42) obtenemos

I (H, - H,) @ x ) = [, Jsdd

Utilizando la relacion vectorial (2.38) y teniendo en cuenta que la igualdad debe cumplirse
para cualquieAl obtenemos la cuarta condicién de contorno:

xR, - F) = 3, (2.43)

En este casdas componentes tangenciales del campo magnético en la superficie de
separacion entre dos medios pueden ser discontinuas siendo la(odassonsecuencida
densidad de corriente superficial

En las condiciones de contorno es importante tener presente que elfvesgdna

tomado siempre apuntando al medio 1, o si no la direccidh deel signo de la densidad de
carga serian erroneos.
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Ejemplo 2.17: Un medio magnético con permeabilidad relatiua esta separado

del vacio por una superficie y = 0 por donde pasa una densidad de corriente
superficial js = J, X. Hallar el campo magnético en la superficie del material si el
campo justo sobre la superficie pero en el vacio es

l__i|8 = Hxl)2+Hy19+H212'

Definiremos como medio 1 el vacio y como medio 2 el material magnético
tal como muestra la figura 2.23. En esta situacion el vector normal a la superficie de
separacion serd = -V y las condiciones de contorno que deben cumplir seran:

nifB - B)=0
ﬁX(Hl— F|2): Jq
De la primera de ellas tenemos:

ﬁEQIJrl/JoFll_UrzlJ oFlz):O

De la segunda:
_9X(|:il_|:i2):‘] ),Z D (Hxl_HxZ)z_(Hzl_HZZ)X:‘JX)’Z

X

donde, igualand tes, obt @%HXz:HXl
onae, Igualanado componentes, optene
=J +H
z2 X A

con lo que el campo magnético justo en la superficie, pero en el medio material, y es:
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Ejemplo 2.18: Determinar cual de los siguientes esquemas corresponden a campos
eléctricos, magnéticos o ninguno de los dos.

(a) (b) (c)
3 e
e NN

(d) (e) (H

Las lineas con flechas representan lineas de campo, y de distinto color se ha
pintado el medio material, mientras que el vacio lo esta de blanco. En la superficie
de separacion pueden haber densidades de carga o corriente superficiales.

Para saber si un determinado campo vectorial corresponde a un campo
eléctrico o magnético éste debe cumplir las ecuaciones de Maxwell. Como no
conocemos la expresion matematica correspondiente a los campos del esquema
tenemos que utilizar otra herramienta. Las condiciones de contorno se derivan de las
ecuaciones de Maxwell con lo que son una alternativa en la situacion presente. Las
lineas de campo tan sélo dan informacion de la direccion y no de la magnitud; asi
pues, nos fijaremos en la primera para determinar que condiciones de contorno
pueden cumplirse, y a partir de aqui el tipo de campo.

a) Si descomponemos las lineas de campo en su componentes
normal y tangente a la superficie, tal como muestra el
esquema, vemos que las componentes tangenciales son
discontinuas (apuntan en distinta direccion) mientras las

— componentes normales son continuas (apuntan en la misma
«— direccién). Estas son las caracteristicas o condiciones de
l continuidad de un campo magnético y como ambas
condiciones se cumplen simultineamente podria
corresponder a un campd o H .
b) El esquema no muestra una superficie de separacion entre
las lineas de campo. En cambio, si aparece una transicion
— abrupta (discontinuidad) de la direccién del campo. Las
— condiciones de contorno nos dicen que si tenemos

discontinuidad de los campos debe haber una superficie de
separacion con cargas o corriente. Este no es el caso; luego
no puede corresponder a un campo eléctrico ni magnético.
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c) En el tercer esquema tan sélo tenemos componentes
normales discontinuas. Las condiciones de contorno para el
campo eléctrico permiten la discontinuidad de las

l componentes normales, que estara asociada a una densidad
____________________________________________________________________ de carga superficial. Al no tener informacién sobre las
T componentes tangenciales, podemos determinar que este

caso corresponde a un campo D. En concreto, podria

ser el campo creado por una superficie infinita con una
densidad de carga superficial negativa y constante.

La descomposicion de las lineas de campo muestra

que las componentes tangenciales son continuas (mismo
sentido) mientras que las componentes normales son
____________________________________________________________________ discontinuas (sentido contrario). Estas dos caracteristicas
son las condiciones de contorno que debe cumplir los
campos eléctricos; luego corresponde a un cakpaD .
e) En este caso s6lo tenemos componentes tangenciales
que son discontinuas. Los campos que permiten la
e discontinuidad de las componentes tangenciales son los
@ @ @ js campos magnéticos, debido a una densidad de corriente
) superficial. Al aplicar la condicién de contorno
nX(Hl— HZ): Js
la densidad de corriente debe ir hacia dentro del papel.
f) La descomposicion en el Ultimo caso muestra que ni

l\ las componentes tangenciales ni las normales son
, continuas. De las condiciones de contorno sabemos que las
— dos componentes de los campos no pueden ser
simultdneamente discontinuas; luego el esquema no puede
\T corresponder a un campo electromagnético.

2.5 Energia de los campos electromagnéticos

El gran interés que tiene el estudio de los campos electromagnéticos es debido a una
razon fundamental: la capacidad que tienen de transportar energia. Este hecho tiene una gran
importancia ya que es el responsable de que la energia del sol llegue a nosotros en forma de
campos electromagnéticos, como es la luz, y permita la existencia de vida sobre la Tierra. Ya
desde un punto de vista tecnol6gico, para transmitir informacién de un punto a otro
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necesitamos “escribirla” sobre algun soporte y transportarla. El soporte éptimo es la energia

y el medio de transporte mas eficaz los campos electromagnéticos. Esto hace que todos los
sistemas de comunicacion actuales estén basados en ellos. Como veremos en el capitulo 3, el
transporte de energia esta asociado a la propagacion de ondas electromagnéticas. En esta
seccion veremos qué ocurre con la energia suministrada a los campos electromagnéticos,
utilizando criterios de conservacion de la energia y las ecuaciones de Maxwell. El proceso en
la deduccién de las distintas contribuciones energéticas es lo que se conoce como teorema de
Poynting.

2.5.1 Potencia aplicada sobre portadores de carga

El primer paso de nuestro analisis energético sera estudiar el intercambio energético
entre la materia y los campos electromagnéticos. Recordemos que la materia esta compuesta
de cargas. Asi pues, este intercambio estara relacionado con el trabajo que realizaran los
campos sobre las cargas o al contrario, las cargas contra los campos.

El trabajo sobre una carga puntgaue se desplaza Wt vendra dado por
dw, = Frdr = o E+ ¥x BOdr

donde vemos que la fuerza que realiza el trabajo sobre las cargas es la fuerza de Lorentz. El
trayecto recorrido lo podemos poner en funcién de la velocidad de la cargaltéemaodt,

con lo que el trabajo quedara:

dW = g E+ vx BOvdte gETvdt
W= e v Yovar Gy

expresion que se ha obtenido teniendo en cuent@ gu@ y V son ortogonales entre si. El
resultado es importante, ya que muestrasfjgampo magnético no realiza trabajo sobre las
cargas (o la materia), 0 sea, que no puede ser utilizado para aumentar la energia de las
cargas. El trabajo total dependera del tiempo que los campos actlen sobre las cargas. Asi
pues, nos serd mas cémodo trabajar con potencias. De (2.44) podemos definir la potencia que
actlia sobre una carga

_dW _

P =qEm

a” dt

Falta generalizar la expresion para el conjunto del material, para ello consideraremos
que el numero de cargas por unidad de volumédx ggue todas tienen una velocidad
Entonces podemos definir la potencia realizada por los campos sobre un diferencial de
volumen como
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dP = Nq EOVdV

El movimiento de las cargas serd debido a los campos, luego creard una corriente de
conduccién. Teniendo en cuenta que la densidad de corriente de conducdién KgV,

podemaos definir la potencia realizada por los campos sobre las cargas por unidad de volumen
(densidad de potencia sobre las cargas) como

P .

En el proceso que hemos seguido hemos considerado que los campos suministran
energia a la materia; asi diremos que los campos disipan energia. Si hicieramos una analogia
con teoria de circuitos, estariamos en la zona de carga y de hecho (2.45) representa las
pérdidas éhmicas en el material. Estaremos en esta situacidon siempre que las corrientes
vayan en la direccion de los campos como son las corrientes de conduccion. Cuando la
energia pasa de la materia a los campos, diremos que estamos generando campos
electromagnéticos, es decir, desde un punto de vista de teoria de circuitos estamos en la zona
de generador. En este caso las corrientes (cargas) van en sentido contrario de los campos,
con lo que las cargas pierden energia cinética y puede pasar a los campos. La potencia
suministrada a los campos sera

P=~fJ,[EdV
donde el signo negativo simplemente indica que las corrientes y los campos van en sentido
contrario, con lo cual generamos campos electromagnéticos.
2.5.2 Principio de conservacion de la energia. Teorema de Poynting
“La energia no se crea ni se destruye, solo se transforBsie es uno de los
principios béasicos de la fisica y lo aplicaremos al electromagnetismo. El principio de

conservacion en el caso en gque la materia suministre una densidad de potencia a un volumen
V, puede ser escrito de forma mateméatica como

—ngEdV=%IVUdV+fS ﬁzué+L JOEdV (2.46)

dondeU es la densidad de energia electromagnétifalg densidad de flujo de potencia. El
término de la izquierda nos estd dando la potencia total suministrada por el generador
(subindice g) al volumen y que sera invertida en los tres términos de la derecha. EI primero
de ellos corresponde al aumento de energia electromagnética que experimenta la regién (o el
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volumenV). El aumento lo expresamos como la derivada temporal y la energia total como la

integral deU sobre el volumen. En el segundo término, al inte&‘ranbtenemos la potencia

total que atraviesa la superficie que encierra el volumen, es decir, la potencia que abandona
la region. Por ultimo, tenemos el término que ya conocemos y que incluye las pérdidas
O6hmicas. Resumiendo, (2.46) nos esta diciendo que la potencia suministrada a una region
determinada por el material le puede suceder tres cosas: puede aumentar la energia
electromagnética presente en la region, puede transformarse en pérdidas 6hmicas y el resto
de potencia que no contribuye a estas dos es porque abandona el volumen.

El siguiente paso es determinar las expresionés geP , desarrollo que constituye
el teorema de Poynting. Imaginemos que se alcanza una situacién de equilibrio en el interior
de nuestro volumen, donde unos portadores ceden energia a los campos y otros la capturan
en una cierta proporciéon. En cualquier caso, podemos asumir que la corriente es Unica.

EscribiremosJ = jg + jc, prescindiendo del papel concreto del portador en cada instante,
con lo que (2.46) queda

- = ou .
—J:/J[EEdV—J'V de+fS PLOS (2.47)
De la ecuacion de Ampére-Maxwell podemos aislatomo

J= DxH—Q
ot

por lo que el término de la izquierda en (2.47) queda

donde en la ultima igualdad se ha utilizado la propiedad vectorial
OMaxb)=bMxa-alx b

Ya solo queda utilizar la ley de Faraday para eliminar el rotacional del campo
eléctrico y aplicar el teorema de la divergencia en el dltimo término, con lo que
obtendremos la expresion final que nos interesa:
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— —

-f, JCEdV={ E"Eaaa—t+ B%EldV+fs(Ex H) (S (2.48)

I

Si comparamos esta expresién con (2.47) podremos identificar la expresidly d&, con
lo que obtenemos:

oU =E 3_0*“:'
0t ot

Q;?Q»
—t }

gue nos da la variacion de densidad volumica de energia, y la expresion para la densidad de
flujo de potencia (o densidad de energia por unidad de tiempo o y superficie)

P=ExH Wwinf) (2.49)
mas comunmente llamado vector de Poynting.

Vamos a analizar estos resultados, empezando por la variacibn de energia
electromagnética. Si queremos aisldr debemos integrar la ecuacién diferencial en
derivadas parciales. La integracion sera posible dependiendo de la expresion de las
relaciones constitutivas del medio. Para medios lineales is6tropos y homogéneos tenemos

efPoecf S PR O e
ot ot ot

Siguiendo el mismo proceso para la parte correspondiente a los campos magnéticos, la
densidad de energia electromagnética para medios lineales is6tropos y homogéneos queda

U=2elgf +SuAf =2EmD+2AB  om)
2 2 2 2 (2.50)

Este resultado muestra que la densidad de energia almacenada en los campos
electromagnéticos la podemos dividir en dos: densidad de energia eldgtlyicaagnética
Unm . La expresién de cada una de estas componentes quedara:

U, =-ED U =-HI[B

I\)IH
I\)ll—‘

Falta discutir las implicaciones del vector de Poynting. Como comentamos al
principio de la seccién, desde el punto de vista de las comunicaciones estamos interesados en
el transporte de energia. Pues bien, precisamente el vector de Poynting nos indica la energia
por unidad de tiempo y de superficie que se propaga y, ademas, su direccion. Desde el punto
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de vista de las telecomunicaciones, éste es el resultado del desarrollo anterior que mas
interesa.

Ejemplo 2.19: Los terminales de una bateria se encuentran conectados entre si por

un hilo conductor de conductividag (Q " 'm™') (Fig. 2.24a). Lejos del generador
podemos considerar un segmento del hilo aproximadamente como un cilindro de
radio a inmerso en un campo eléctrico uniforrie= Eo 2z, con g constante (Fig.
2.24b). Calcular las pérdidas éhmicas y el flujo del vector de Poynting.

Las pérdidas 6hmicas vendran dadas ﬁ/oﬁc [E dV

Por otro lado, la ley de Ohm nos dice que dentro el condﬁlgtgra E, con lo

cual, a partir de la expresion del campo y tomando el volumen de integracion
mostrado en la figura 2.24b, las pérdidas para una longiemdran dadas por

- — | 2m A
— 2 —
LJCEEdV—La E dV_IpoL:ojp:oa Epp ¢ dzo E ar |
Teniendo en cuenta que, al ser los campos constantes, la intensidad la podemos
escribir | =0 AE,, donde A= 1ma* es el area de la seccién del conductor, que la
resistencia el =1 /0 obtenemos el resultado familiar de

LJCEEdV= IR

Para calcular el vector de Poynting necesitamos conocer el campo magnético
alrededor del cable. Para ello aplicaremos Ampére
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fCHmT:ISJEﬂé

parap <a, con lo que obtenemos

gaaﬁ

H, Rnp=0E,01p° O H =
y parap >a
_a
H, 2mp=0E,Ora’ O H=2—paEOq5

Ahora ya estamos en disposicién de calcular el vector de Poynting para la region en
el interior y el exterior del conductor:

p<a ﬁ:EXH:EoixgaE)qﬁz—%aI%ﬁ
>a P=ExH= Azxa—zaEqS——a—zaEzA
p - _EO Zp oY — 2p Op

El signo negativo del vector de Poynting indica que el flujo de potencia es hacia el
conductor. Si encontramos cual es la potencia total que fluye hacia el conductor,
deberemos integrar el vector de Poynting sobre las superficies de la figura 2.24b.

Parap <a fPEﬁS rJ' > pzdzd/J -0 Emnp?|

y parap > a jiPEd _rJ' adzdp -c Em&l=-FR

Como vemos parg > a (fuera del conductor) obtenemos el mismo valor que para

las pérdidas 6hmicas pero cambiado de signo. Este resultado muestra como la
energia electromagnética almacenada en los campos fluye hacia el conductor.
Mientras estamos fuera del conductor el flujo es constante (independiente de la
distancia entre la superficie de calculo y el conductor), pero dentro del conductor el
flujo disminuye conp, ya que parte de la energia pasa de los campos a la materia

debido a las perdidas 6hmicas (se disipa en forma de calor). Asi, estamos ante un
ejemplo de conservacion de la energia en que, al estar en un caso estatico, no aparece
una variacién de la energia almacenada en los campos y como estamos fuera del
generador el principio de conservacion se reduce a
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f. 5m§+LJCEm/:o

Vamos a discutir que sucederia en el ejemplo anterior si el hilo estuviera formado
con un conductor perfecto. Si nos fijamos en las expresiones del vector de Poynting dentro y

fuera del conductor, dependen deE?. Si el conductor es perfecto, es degiF oo, y el

campo eléctrico no es nulo, este resultado implicaria que el flujo de potencia es infinito.
Evidentemente, la potencia y, por lo tanto, la energia de ningun sistema puede ser infinita.
En consecuencia, si queremos tratar el caso idealizado de conductores perfectos, el campo en
el interior del conductor debe ser nulo, resultado que ya se vio en la seccion 2.3.1 y que aqui
reafirmamos.

2.6 Aproximacion estatica de las ecuaciones de Maxwell

En el primer capitulo se ha analizado la parte del electromagnetismo conocida como
estatica. Esta no considera las variaciones en el tiempo de las fuentes ni de los campos, que
es lo mismo que afirmar que estamos suficientemente lejos de cualquier régimen transitorio.
La estatica no constituye una parte aislada del electromagnetismo, también esta descrita por
las ecuaciones de Maxwell. En el primer capitulo vimos que la mayoria de los fendmenos
estaticos pueden abordarse mediante las ecuaciones de Poisson y de Laplace para los
potenciales eléctricos y el potencial vector mas unas determinadas condiciones de contorno.
Aqui vamos a deducir las ecuaciones para los potenciales a partir de Maxwell, con lo que
enlazaremos con el capitulo anterior, demostrando que constituye un régimen particular del
electromagnetismo descrito por Maxwell. En esta seccion no se resolveran ejemplos ya que
en el capitulo primero hay gran cantidad de ellos.

La primera consecuencia de la no dependencia con el tiempo de los campos es que
las derivadas temporales en las ecuaciones de Maxwell se anulan, con lo cual las ecuaciones
guedan

OxXE=0 OxH=J
OD=p Om=0
5:£0E+|5 é:uoﬁ+l\7|)

donde ademéas hemos escrito las relaciones constitutivas del medio.

Una vez escritas podemos observar una segunda consecuencia de gran importancia:
las ecuaciones para los campos eléctricos y magnéticos estan desacopladas vy, por lo tanto,
pueden existir por separado dando lugar a la electrostatica y la magnetostéatica

En total seran cuatro ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para el campo
eléctrico y cuatro mas para el campo magnético, cuya solucién tendra significado fisico si
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cumple unas determinadas condiciones de contorno. A continuacién analizaremos por
separado los campos electrostaticos y los magnetostaticos con un objetivo: reducir el nUmero
de ecuaciones que describen los campos aunque sea a costa de aumentar el orden de la
derivada.

2.6.1 Electrostatica

El sistema de ecuaciones que debemos resolver para encontrar los campos eléctricos,
como ya hemos indicado, es:

OxE=0
O0D=p (2.51)
B=g,E+P

Para resolver este sistema tenemos que conocer la relacién entre el campo eléctrico y el
vector desplazamiento que vendra dada por la relacién constitutiva del medio. La ecuacién
de Faraday para electrostatica nos dice que el rotacional del campo eléctrico es nulo y de
analisis vectarial sabemos que

Ox(0Odp)=0

Es decir, el rotacional del gradiente de una funcibn o campo escalar siempre es nulo.
Aplicandolo al campo eléctrico, como su rotacional es nulo, tenemos que siempre puede ser
definido como el gradiente de un campo esc@laal que llamaremos potencial eléctrico:

E=-00 (2.52)

El significado fisico del potencial eléctrico, aunque lo hemos definido desde un punto de
vista matematico, es la energia potencial que tiene una carga de valor unidad y positiva en el
seno de un campo eléctrico. Este tema es ampliamente tratado en el capitulo anterior. En
dindmica, el rotacional del campo eléctrico no es nulo (ec. de Faraday), con lo cual, el campo
eléctrico no vendra dado por (2.52). La expresion del potencial para campos dependientes
con el tiempo sera hallada en el capitulo 6 dedicado a radiacion.

Falta introducir informacion dada por (2.52) en la ecuacion de Gauss, pero para ello
necesitaremos conocer la relacién constitutiva del medio. Para medios lineales is6tropos y

homogéneos ésta & = €E , con lo que tendremos
OD=¢UE=¢0(-0d) =-e0?d=p

y de aqui obtenemos la ecuacion de Poisson
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Jo)

00 =-—
. (2.53)

gue en el caso de tener una densidad de carga volumica nula se reduce a la ecuaciéon de
Laplace

10 =0 (2.54)

donde 0% = A es el operador diferencial laplaciana, que se definié en la seccién 1.1.8,
aplicado sobre un campo escalar.

Una vez encontradas las ecuaciones de Poisson y Laplace, los problemas de
electrostatica consisten en resolver estas ecuaciones para unas determinadas condiciones de
contorno, y una vez encontrado el potencial, aplicando (2.52) determinar los campos
eléctricos. Un aspecto importante en la resolucién de las ecuaciones de Poisson y Laplace es
el teorema de unicidad tratado ampliamente en la seccién 1.1.10.

2.6.2 Magnetostatica

Las ecuaciones que rigen la magnetostética son

!

xH=J

0]
H

o]

0 (2.55)
Ho +|\7|)

oo
1

Con lo que volvemos a tener un total de cuatro ecuaciones en derivadas parciales méas la
relacion constitutiva del medio enttéy B.
De andlisis vectorial sabemos que la divergencia del rotacional de un vector siempre

es nula

Ofox A)=0

Como la divergencia del campo magnético es siempre nula, podemos afirmar que es el
rotacional de otro campo vectorial

B=0Ox A (2.56)

donde A recibe el nombre de potencial vector. A diferencia del potencial eléctrico, el
potencial vector no estd relacionado con ninguna magnitud fisica, simplemente es una
consecuencia de las propiedades matematicas de los campos vectoriales que nos facilitara la
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resolucion. Otra diferencia con respecto el potencial eléctrico es que (2.56) es valida tanto
para campos en estatica como en dindmica.

Teniendo en cuenta que en medios lineales isétropos y homog8mregsH e
introduciendo (2.56) en la ecuacién de Ampére, obtenemos

Ox(0x A)=0(00A) -0 A= 3 (2.57)

donde hemos expresado el doble rotacional como el gradiente de la divergencia menos la
laplaciana, que en este caso actla sobre un vector. Los campos vectoriales quedan
determinados una vez se conoce su divergencia y su rotacional. En el caso del potencial
vector, el rotacional es el campo induccion magnética, falta por definir su divergencia.
Teniendo en cuenta que el potencial vector es un artilugio matematico que nos facilitara el
analisis de la magnetostéatica, podemos elegir arbitrariamente el valor de la divergencia.
Elegiremos

de manera que la ecuacion (2.57) se simplificara a
02A=-uJ (2.59)

En coordenada cartesianas la laplaciana de un vector es la laplaciana de cada una de sus
componentes con lo que (2.59) puede escribirse

O°A =-u],
O°A, = -,
O%A, =-p 3,

con lo que formalmente tendremos tres ecuaciones de Poisson que describirdn nuestro
problema. La resolucion de problemas de magnetostética consiste en resolver estas
ecuaciones, teniendo en cuenta que el resultado debe cumplir (2.58). En este proceso no
hemos conseguido reducir el nimero de ecuaciones, pero el resultado final es una ecuacion,
la de Poisson, con la que estamos acostumbrados a trabajar y de la que conocemos su
solucién.

2.7 Ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente

Las ecuaciones de Maxwell son un sistema de ecuaciones acopladas en derivadas
parciales. Si las relaciones constitutivas del medio son lineales, también lo seran las
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ecuaciones. Esto implica que si las fuentes tienen una dependencia temporal de un tipo
determinado, los campos seguiran la misma dependencia. Nosotros impondremos una
dependencia de tipo senoidal por las dos razones siguientes:

« Mediante las fuentes (cargas y corrientes) se generan los campos, y si controlamos las
fuentes, indirectamente, determinamos los campos; asi, realizaremos estas fuentes con la
dependencia temporal que nos interese. En muchos casos practicos la dependencia
temporal que nos interesa es senoidal: sistemas de radiodifusion, radioenlaces o
comunicacion por satélite.

* Los campos con dependencias temporales arbitrarias en el tiempo pueden ser expresados
como la superposicién de un continuo de campos con dependencia senoidal. De esta
manera podemos utilizar técnicas de transformadas de Fourier en la resolucion de
problemas con dependencia temporal arbitraria.

Cuando las magnitudes que intervienen tienen una dependencia temporal senoidal,

diremos que estamos en régimen senoidal permanente (R.S.P).

2.7.1 Fasores y campos instantdneos

Si consideramos la densidad de carga en régimen senoidal permanente la podremos
escribir como

p(r,t) = p,() cos (w t+ep(F))

donde aparece explicitamente la dependendasgendop (") la amplitud o valor maximo

gue puede tomar la carga (indicada por el subindice 0) y que en general dependera de la
posicidn; la pulsacion es= 2t , dondef es la frecuencia de oscilacién;@p(F) es una

fase que también puede depender de la posicién (el subindice indica que corresponde a la
densidad de carga). Esta distribucién de cargas creard un campo eléctrico

E(F.t) = E,(T,0)+ E,(T,1) §+ E,(T,1) 2
donde cada componente tendra una forma
E,(F,t) = Eq (F)codwt + 6, )

y de la misma forma podriamos escribir la expresion para los campos magnéticos o las
densidades de corriente. Cuando se escribe de forma explicita la dependencia temporal de los
campos se llameampos instantdnegs que nos da su valor en cada instante de tiempo.
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Desde un punto de vista matematico, las funciones senoidales con diferentes
pulsaciones son linealmente independientes; luego, en nuestro caso, como las ecuaciones son
lineales, la pulsacion debe ser la misma para todas las magnitudes. Esto implica que una vez
determinada, es una informacion de la que no tenemos que preocuparnos. Asi pues, nos
proponemos definir una magnitud que nos simplifique los calculos y que tan sélo tenga
informacién sobre la amplitud y fase. Los fasores son una magnitud compleja que contienen
esta informacion y que expresamos como:

p(F) = py()e’”"”
donde j =+/—1 y explicitamente vemos que el fasor tan sélo depende de la posicién y no
del tiempo. Los fasores pueden ser facilmente relacionados con sus magnitudes instantaneas,

simplemente multiplicandolos por un termino de fase donde aparece la pulsacion y
guedandonos con la parte real, es decir

p(F.t) = O{p(F) & } = O{p, (e Ve | = p,(F) costet +6, (7))

donde se ha utilizado:
el? =cosp+ j semp

De la misma forma que hemos procedido con la densidad de carga, podemos definir
el fasor campo eléctrico

E(F) = E ()% + E,(T) §+ E,(T) 2
que para una de sus componentes sera
E; (F) = E, (F) /%
y a partir de él encontrar el campo eléctrico instantaneo
EM )=, DX+E,(T.H)Y+E,(1)2
donde cada una de las componentes se habra encontrado a partir del fasor como
& (F,1) = O{E, (F)e'® ) @/ } = E, (F)cogat + 6, (F))

Para distinguir y enfatizar la diferencia entre fasores y campos instantaneos ya
hemos usado la nomenclatura que frecuentemente se utiliza: con letra normal indicaremos
los fasoresk, H, D, B)y con letra caligrafica los campos instantangbs« 2. 8).
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2.7.2 Ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente

Uno de los objetivos de la introduccion de la notacion fasorial es obtener unas
ecuaciones de Maxwell més sencillas haciendo desaparecer las derivadas temporales. Por
ejemplo, la derivada temporal del campo magnético la podemos escribir como:

J =, _d = jat Lo S/ jth_ AR(T jot
ﬂ?(r,t)—ﬂD{B(r)E&a }—D%(B(r)@ )%—D{JwB(r)Ba }

y por otro lado
OxE(F.t)=0x{EF) @} = 0f{e*0x E(7)}
con lo cual la ecuacién de Faraday la podemos escribir
D{e' 0 x E(n)} = 0{- jw B(F) &'}

donde si prescindimos de obtener la parte real y simplificamos las exponenciales, obtenemos
la ecuacién de Faraday en régimen senoidal permanente:

OxE(F) = - jwB(F) (2.60a)

De la misma manera, el resto de ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente
son:

Om(F)=p (2.60b)
OB(r) =0 (2.60c)
OxH(F)=J(F) +jwD({) (2.60d)

La principal caracteristica de estas ecuaciones es que no aparece la dependencia
temporal, que ya sabemos que siempre sera armonica, con lo cual, facilita su resolucion, ya
gue tan sélo dependen de las coordenadas espaciales.

Ejemplo 2.20: Determinar en qué condiciones el siguiente fasor constituye un
campo eléctrico en el vacio.

E(r) = Bsedy/ik* — 87 ¥ ¥y
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La primera condicidon que debe cumplir un campo eléctrico es la ecuaciéon de
Gauss que para el vacio es:

UE=0

Nuestra expresiéon del campo tan sélo tiene una componente con lo que la
divergencia se reduce a

7]

——E, =0

ay

gue efectivamente es nulo ya que nuestro campo no depende de la cogrdenada

El siguiente paso es aplicar Faraday y Ampere-Maxwell consecutivamente.
Si queremos que éste sea efectivamente un campo eléctrico, el resultado final debe
ser la misma expresion del campo dada en el enunciado. El fasor campo magnético
puede obtenerse aislando de la ecuacion de Faraday

- x ¥y z
B - jlog a4 @
H(r) = =——0OxE(N)=-"—|3 5 31°
(r) Ho  WH, (") WUo0Xx dy 0d

O E, O
_— Dimizm
", J o ax S

cuyo resultado es
iB ser(,/kz—,Bz x)$<+\/k2—[32 cos(sz—ﬁZ H &k

Falta encontrar el fasor campo eléctrico aplicando Ampere-Maxwell, que teniendo
en cuenta que en el vacio no hay corrientes, puede ser escrito

H(r) =

B
Wi

- Xy z
= _D(r) _ -] N
E = =—[xH = |— — — =
) £, WE, *H{T) weold_'x doy |o;’|

_—_]D(? —iH DA

“we, 0z % ax Y
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donde, introduciendo la expresion para el fasor campo magnético, obtenemos

~ k2 :
E(T) :Z—Bser(1/k2 - B? x) elrry
W2 oE

Como ya hemos comentado, para que este resultado sea un fasor campo eléctrico
debe coincidir con el enunciado. Esto implica que la condicion que debe cumplirse
es:

2 2
K® =W H,E,

(como veremos en el siguiente capitkles el nUmero de onda)

Ejemplo 2.21: Encontrar los campos instantaneos para el fasor campo magnético
encontrados en el ejemplo anterior.

La expresién encontrada para el fasor campo magnético es:
r(,/k2 x)x+ k2 - B2 cos(\/kz B x) ]e ez

En este caso tenemos dos componentes, con lo que operaremos por separado. Para la
componente tenemos

| 0- O

2,0 =0{H, (" e} =052 B ser(w/kz —B? x)e‘”“e"‘” 0=
EE N O

__Bser([kz X) eJ(")t ﬁz)}

r(qlk2 -B? x)cos@t - B2)

y para la componente

2,(r.)=0fH, (M }=0 Eﬂ%ﬂs{ﬂ)ﬂ -
0

H(r) =

- B =g ood i g )
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donde teniendo en cuenta qjie’’ = jcosd — sed obtenemos

2 (F t) :a_)u—B\/kz -7 cod k-~ B? x) senpt-B 2)

con lo que el campo magnético instantaneo se podra escribir como

Z[ 1) =% [F)X+%,(Ft)2
donde tan sélo falta sustituir por las expresiones de las componentes instantdneas. La
componente tiene una dependencia temporal en funcion del coseno, sin embargo, la
componentea depende del seno. Esta diferencia es debida a la fase que se afiade a la

componente por estar multiplicada pgr Siempre que ocurra esto diremos que las
componentes estan en cuadratura.

Normalmente trabajaremos con las ecuaciones de Maxwell en R.S.P., con lo que la

magnitud normal de trabajo seran los fasores en vez de los campos instantaneos. Por esta
razon es importante conocer la expresion del vector de Poynting y la densidad de energia
(que seran magnitudes instantaneas) en funcion de los fasores.

El vector de Poynting instantaneo queda:
Art)=EFt)x#ct)=0{Ee}x0{He“} =

1 - . Y 1 - . L
:E(EEJM'FEG_JM)XE(HéM"‘ H é'm):

e Oa2et L By If 4 © T 1 &l (2.61)
=Z(EXHeJ +ExH+ExH+t Ex H &)=
1

donde * indica el complejo conjugado. La primera consecuencia de este resultado es que no
podemos escribir el vector de Poynting como la parte real del producto de los fasores campo
eléctrico y magnético y la exponencial respecto del tiempo. Esto es debido a que la relacion
entre el vector de Poynting y los campos no es lineal, con lo cual una variacién en los
campos no se traduce en el mismo tipo de variacion en el vector de Poynting. Esto nos lleva
a la segunda consecuencia: la dependencia temporal es distinta a la que presentan los
campos. Aparecen dos términos, el primero independiente del tiempo, y el segundo con una
pulsacién2w, mientras que la pulsacion de los campos, recordemas, es

Desde el punto de vista de un ingeniero no interesa el flujo de potencia instantdneo a

través de una superficie, sino que, mas bien, interesa el promedio temporal de potencia o la
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potencia efectiva que la atraviesa. Podemos definir el vector de Poynting medio o densidad
de flujo de potencia media como la media temporal del vector de Poynting, que
matematicamente escribiremos:

Pn(F) = (A(T.1)) = lim —J’ ® (7.t (2.62)

Si introducimos el resultado de (2.61) en (2.62) tenemos que el vector de Poynting medio
queda

P, (F) =§D{EX':'*} (2.63)

Este resultado es Idgico, ya que la Unica contribucion neta puede estar dada por el primer
término en (2.61) y se ve claramente si analizamos los dos términos obtenidos en (2.61)
sobre una superficie. En la figura 2.25 vemos como el segundo término (al que hemos
llamado B) ird cambiando de sentido con el tiempo mientras que el primgraiépre
atraviesa la superficie en el mismo sentido, con lo cual, al,aamaPfuncion armdnica, su
media es cero y no contribuird a la densidad de flujo de potencia media.

S S
SO

> <
N R _
t t+AL

Figura 2.25Sentido de los términos del vector de Poynting instantaneo para dos
tiempos diferentes

Ejemplo 2.22:Calcular el vector de Poynting medio para los campo obtenidos en el
ejemplo 2.20.

La expresiones para el fasor campo eléctrico y para el magnético son:

E(F) = Bser(\/szlg2 x) gibey
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H(r) = 2 [ster(m X)f<+\/k2—ﬁ2 cos(\/kz—/_gz %A% aibz

Wl
El primer paso consiste en realizar el producto vectorial

82
WH,

+aj)iljo\/k2—[3zser(\/k2—[32 x) co(s/ k*-B 2 >)Ax

donde se ha tenido en cuenta las propiedades del producto vectorial

ExH" =

Bserf( k?-pB* x)2+

gxx=-2  Yxz= %

El vector de Poynting medio viene dado por

con lo que tan solo nos interesa las componentes reales de la expresion encontrada
anteriormente, en este caso la componeriévector de Poynting medio queda:

P (F) = %Bsenz(dkz -B 2x)i

Esta expresién indica que la direccién de propagacion de la densidad de potencia
media es la. Si hubiéramos calculado el vector de Poynting instantdneo habriamos
obtenido una componente en la direccion de xasin embargo, su promedio
temporal es nulo con lo que no tenemos propagacion neta en esta direccion. Esta
componente lo que nos indica es que tenemos una oscilacion de la energia en la
direccion transversal a la de propagacion.

Siguiendo un proceso similar a (2.61) la densidad de energia instantanea para medios
lineales is6tropos y homogéneos puede ser escrita:

1 - - 1 - oo 1
=— + U ##) =—0{(eEE+ uHH) €°“ } + =
u 2(552 U ##) 2 {(e UHH) } 2

e[ € ulH] e
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donde nuevamente aparecera un término dependiente del tiempo y otro de independiente. Al
igual que el vector de Poynting, definiremos la densidad de energia media como:

u =%[sl§2 +u\lf|\2] (2.65)

Ejemplo 2.23: Se tiene una seccion de cable coaxial de longituchdio del
conductor interno a y radio de la superficie interna del conductor exterria b
seccion de cable esta cerrada por ambos extremos por conductores. Los fasores
campo eléctrico y magnético entre conductores, donde tenemos el vacio, son:

V  senfrz/l), = Y% £, cos(rz /1)
nb/a) p ° “inb/a\ g, p

E=

¢

Encontrar el vector de Poynting medio y la energia media almacenada por el campo
electromagnético en el interior de la estructura (Fig. 2.26) Se supone que los
conductores que constituyen el cable coaxial son perfectos.

Figura 2.26

Para calcular el vector de Poynting medio debemos realizar el producto

vectorial enteE y H . Al ser H imaginario puro, el resultado final también lo sera,
con lo que el vector de Poynting medio, al sacar la parte real, sera nulo.

P (f)=0

Este resultado es légico ya que los campos no pueden salir de esta estructura, con lo
gue no puede haber un flujo de densidad de potencia medio, aunque si podemos
tener un flujo de potencia instantaneo debido a la redistribucion de la energia. Como
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veremos en el capitulo 4, la expresién de los fasores corresponden a una onda
estacionaria.

Si queremos calcular la energia media almacenada, primero tendremos que
encontrar la densidad de energia media que vendra dada por la expresién (2.67). Si
calculamos el cuadrado del modulo del fasor campo eléctrico obtenemos

|—~|2 _ V2 Serf QTZ/' )
" In?(b/a)  p?

y para el modulo al cuadrado del fasor campo magnético

|~|2 V2 g, cos (rz/l)
n*(b/a) p, P

La densidad de energia media queda

L2 ~ e,V? serf @tz/l) e,V*® cog [z /1)
U =_[30E +“0|H| ]= 20 2 + 20 2
4 4In“(b/ a) o} 4In“(b/ a) P
g,V: 1

“4In%(b/a) p?

Para calcular la energia almacenada en la estructura debemos integrar la densidad de
energia sobre el volumen entre conductores

e,V? 1 e,V?
U, = [U pdpdp dz= ” f4|n (b/a)—dpdd)dz——ZI e

Por dltimo, con respecto a las condiciones de contorno, en régimen senoidal

permanente adoptan la misma forma que para los campos instantdneos. Sin embargo,
debemos tener en cuenta cuando trabajamos en R.S.P., que tanto los campos como las
densidades de carga y corrientes son fasores.

Ejemplo 2.24: Encontrar las densidades de cargas y corrientes en las paredes de la
estructura presentada en el ejemplo anterior

Para encontrar las densidades de carga sobre la superficie de los conductores
debemos utilizar las condiciones de contorno, en concreto aquellas en que aparecen
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las densidades de carga y corriente. Las condiciones de contorno en R.S.P. no
cambia de expresion, y simplemente tenemos que tener en cuenta que estamos
trabajando con fasores.

A [(f)l - 52) =0

ﬁx(ﬁl_ Flz) = js
Como la estructura esta compuesta por conductores perfectos, en su interior no
podemos tener campos eléctricos o magnéticos variables en el tiempo. Entonces las

condiciones de contorno, teniendo en cuenta que entre conductores tenemos el vacio,
guedan:

gue aplicaremos sistematicamente sobre cada superficie.

» Superficie § tapadera de la derecha, dorzkd, i = 2

0=¢€,2[E(z=0)=0 (EO2)
T | 1
‘]SO_ZX H(Z_O)_h’](b/a) uo p( p)

« Superficie $: tapadera de la derecha, domgdey A= -2

og=e,(-2)[E(z= )=0 (ED2)

Jy=-ax H(z= )= [fo T,
o " NI
« Superficie §: conductor interno, donde=ay A= p

£V  senfrz/l)
In(b/ a) a

0., =& PE(p=a)=
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v £ cos.(ﬂz/l)2
In(b/a) \ u , a

jSa:ﬁxH(p:a):

« Superficie §: conductor externo, dondge=by h=-p

—&V senfrz/l)
In(b/a) b

Osp = & (-ﬁ)[E(p =b) =

- - )\ &cos(nz/l)2
- “In(b/a) \ i, b

< €<
1
(WL
1
1
€< <€ <

—> > > >ICC € € € €

> :
RS 2 e T
2 /e
—> > 3> > >3€<€ € € € € |

> —>

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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> >

Fig. 2.27Esquema de la seccion longitudinal de la estructura y la distribucion de
cargas y corrientes

En la figura 2.27 hemos representado esquematicamente las densidades de
carga (con signos positivos y negativos) y las densidades de corriente (con flechas)
dadas por las expresiones anteriores. Vemos cémo las corrientes salen del centro del

conductor externo (donde es nula) para ser maximas justo en los extrégpos (

viene descrita por un coseno). Esta corriente hara desaparecer las cargas del centro
del conductor 4=1/2), con lo que tendremos una densidad de carga negagjya

Esta carga que desaparece, serd conducida a través de las tapaderas hacia el
conductor interno Jg, Y Jg)- Una vez alli la corrientd, distribuira la carga, con
lo que aparecera una densidad de carga positiyaque sera maxima en el centro,

ya que es donde confluyen las corrientes.

Debemos recordar que trabajamos con fasores con lo que las densidades
cambiaran con el tiempo. Vemos que las densidades de cargas y corrientes estan
desfasadagr/ 2 ya que las corrientes estan multiplicadasjp@sto implica que,
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cuando la concentracion de carga (positiva 0 negativa) es maxima, las corrientes son
nulas, siendo justo en este momento cuando invierten la direccién, con lo cual
empezara a disminuir las concentraciones de carga y a aumentar la corriente.

El efecto aqui descrito es similar a un circuito cerrado compuesto por una
bobina y un condensador, donde la carga va cambiando de una cara a la otra del
condensador a través del cable que las une. A ambos dispositivos se les llama
resonadores ya que este efecto es maximo a unas frecuencias determinadas que
dependen de sus dimensiones. Discutiremos sus caracteristicas en el capitulo 5.

2.7.3 Fasores y transformadas de Fourier

Cuando la dependencia temporal es arbitraria se recurre a técnicas de transformada
de Fourier para su resolucion. Cualquier funciéon puede ser descompuesta en la suma de un
continuo de funciones senoidales. En nuestro caso particular, y tomando como ejemplo el
campo eléctrico, lo podemos escribir como:

N N R ot
ery=-[ E(w) e dw (2.66)
donde el fasoE(F,a)) es la amplitud en el dominio transformado obtenida a partir de:
E(F,w) = N E(F,t) e dt
@) =_[ &l (2.67)

El fasor E(F,w) es exactamente el definido en la seccion 2.7.1, pero poniendo de manifiesto

explicitamente su dependencia con la pulsacibpara indicar que la amplitud es distinta

para pulsaciones distintas. Esta dependencia con respecto de la pulsacion es el espectro del
campo instantaneo. En la situacion de tener una dependencia temporal senoidal a una sola
pulsacién, el espectro tan sélo tendria dos componentes a las pulsagignegv, con lo

gue la ecuacion (2.67) se transforma en la suma de tan s6lo dos componentes

é(f”t) = %[E(r”,w) el@ 4 E(F,—w) e‘iax]

Las propiedades de la trasformada de Fourier nos dicerEq(fe w) = E(F,~w) con lo
gue la ecuacioén anterior queda:

E(F.1) = %[E(r,w) e + E'(F,w) e | = D{E(F. w) e}
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Asi pues, recuperamos la expresion del campo instantaneo de la misma forma que en la
seccion 2.7.1. Entonces, en la ecuacion (2.66) lo Unico que estamos haciendo es obtener la
parte real de la suma de un continuo de fasores, lo que da como resultado un campo
instantdneo que es la suma de campos con dependencia senoidal y frecuenciaseentre 0 y

El método de analisis de campos con dependencia temporal arbitraria consiste en
encontrar el espectro del campo inicial utilizando (2.67). Una vez encontradas las
componentes, cada una de ellas por separado cumplira las ecuaciones de Maxwell en
régimen senoidal permanente (2.60). Operando con estas ecuaciones, por ejemplo para
encontrar el campo en un instante de tiempo mas tarde o en otra posicion, se encontrara los
nuevos fasores, o dicho de otra forma, se maodificara el espectro. Entonces a partir del nuevo
espectro y de (2.66) se encontraran los campos instantaneos en la nueva situacion.

Cuestiones de repaso:

1) Explique qué entiendes por campo. Clarifique su respuesta explicando el significado
de campo electromagnético.

2) ¢Por qué un hilo por donde circula una corriente variable en el tiempo radia ondas
electromagnéticas?

3) ¢La Unica manera posible de crear un campo magnético es mediante un hilo
conductor por donde circula una intensidad de corriente?

4) ¢Cuéntas ecuaciones son necesarias para describir el electromagnetismo?

5) Se quiere calcular la circulacion del campo magnético a través de un camino
utilizando la ecuaciéon de Ampere-Maxwell. Para ello se utiliza una sup&ficiea
el célculo de la intensidad de corriente libre y una superficie dife@ntara el
célculo del término de desplazamiento. ¢Es correcto utilizar dos superficies
distintas?

6) Se tienen dos expresiones matematicas de campos vectoriales. Si se toma la ecuacion
de Faraday y se substituye el campo eléctrico por una de estas expresiones y el
campo magnético por la otra y vemos que se cumple la ecuaciéon de Faraday.
¢Podemos afirmar que estas dos expresiones corresponden a campos
electromagnéticos?

7) ¢ Por qué se necesita la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell?

8) ¢Cual es el significado fisico de los operadores divergencia y rotacional?

9) ¢En qué direccion van los campos eléctricos en la superficie de un conductor
perfecto?
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

¢, Qué parametro caracteriza los conductores?

Se Tiene un conductor no perfecto por el que circula una densidad de corriente
volimica ¢Hay campo eléctrico dentro del conductor? ¢En qué direccion iran los

campos en la superficie del conductor si tenemos una cierta densidad de carga
superficial?

,Por qué se necesita definir una nueva magnitud fisica como el vector
desplazamiento?

,Con qué pardmetros se caracteriza un medio dieléctrico lineal, isotropo vy
homogéneo? ¢, Y si el medio es no lineal?

¢ Por qué los campos eléctricos y magnéticos deben cumplir las condiciones de
contorno en la superficie de separacién entre dos medios?

Se Tiene una cavidad de paredes conductoras completamente hermética (los campos
no pueden abandonarla) que encierran el vacio. Dentro de la cavidad existe energia
electromagnética almacenada que decrece paulatinamente con el tiempo. ¢A que es
debida esta disminucion de energia? ¢Qué se puede afirmar sobre la naturaleza del
conductor?

¢, Qué indica el vector de Poynting?

¢Por qué razén tedrica en estatica se puede obtener campos eléctricos 0 campos
magnéticos por separado?

¢Por qué no es valida la utilizacion del potencial eléctrico definido en estética
cuando tenemos variaciones temporales de nuestros campos?

¢Es valida la definicion del potencial vector cuando tenemos variaciones temporales
de los campos?

¢Por qué razén se pone especial énfasis en el estudio de los campos
electromagnéticos en régimen senoidal permanente?

¢cLos campos electromagnéticos son en realidad una magnitud compleja o
simplemente utilizamos esta representacién para facilitar el trabajo?

¢, Qué diferencia hay entre el vector de Poynting instantaneo y el vector de Poynting
medio?

El valor obtenido al calcular la densidad de energia media y la densidad de energia
instantanea es distinto. ¢ A qué es debido? Piense en el principio de conservacién de
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la energia para magnitudes instantaneas y magnitudes medias, ya que debe cumplirse
en ambos casos.

PROBLEMAS — CAPITULO 2

1. Calcule de la f.e.m. inducida por un campo magnético uniforme sobre B
una espira rectangular en la que uno de sus lados se mueve con u
velocidad constante.

2. Comprobar que las siguientes expresiones constituyen campos magnéticos en régimen estatico y
encontrar la distribuciones de corrientes que los crea.

B(F)=zy’X+xzy+xyz  H(F)= Hoa® a—e‘p’aEHB%tﬁ
O

3. La expresion del campo magnético en cierta region del espacio viene dada por:

B = B,zcoswt ¥
y se sabe que el campo eléctrico asociado tiene tan s6lo una componente en la xlireccion

a) Utilize la ley de Faraday para encontrar el campo eléctrico.

b) A partir del campo eléctrico encontrado, utilizar la ley de Ampére-Maxwell para hallar de
nuevo el campo magnético suponiendo que la densidad de corriente volimica es nula.

c) Compare el resultado obtenido en el apartado b) con la expresion inicial del campo
magnético. ¢Es correcta la suposicion de que la densidad de corriente es nula? ¢Por qué?
Obtenga el valor que deberia tener.

4. Un hilo conductor infinito tiene una densidad de carga lideat esta en el eje de un cilindro
dieléctrico lineal, isotropo y homogéneo con permitividad relagiya. El radio del hilo esay

el del cilindro ed. Encontrar la carga ligada en el dieléctrico y la carga total
en la superficie de separacion entre dieléctrico y conductor.

5. El campo eléctrico dentro de una esfera dieléctrica de Rydis decir para<R
es:
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E, =E,,(co® i —serf 8)
Parar>R tenemos el vacio y la expresién del campo es
E, = Eozl(1+ R®/r3)cod f —(1+ R3/2r3)ser9éJ
Encontrarg, del medio dieléctrico
6. En un medio material se propaga un campo eléctrico de fasor:
E(F) = [3e‘”“e“’Z +ej“ze"z]§/ V/m

dondeB es la constante de propagaciom, el coeficiente de atenuacion, la pulsacion es

w=10°rad /s, €, =195y u=4n10" H/m. Sirealizamos una medida del vector de Poynting
enz= 0 obtenemo® = 0.05W/nfy enz= 1 mes nulo. Hallar:

a) La constante de propagaciBny el coeficiente de atenuacidn

b) La densidad de corriente volimica y la conductividad considerando que todas la pérdidas son
por conduccion.

Nota: Un medio con pérdidas es aquél en el que el vector de Poynting medio de una onda decrece
con la distancia. En el caso que nos ocupa, es debido a que el medio posee una cierta
conductividad y por lo tanto se inducen corrientes que disipan energia (pérdidas por conduccion).

7. La densidad de potencia sobre las cargas para magnitudes instantaneas viene g@a por
Deduce la expresion para la densidad de potencia media ejercida sobre las cargas (forma fasorial).
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3 Ondas planas uniformes

Segun se vio con detalle en el capitulo 2, las ecuaciones de Maxwell son la expresién
matematica de las leyes que gobiernan el comportamiento espacio-temporal de los campos
electromagnéticos:

~_ 08
Oxg=——
ot
O@D=p
O@ =0
Dxﬁz: +0_D
at
con
D=¢g,E+P (3.1a)
=23 7 (3.1b)
Ho

Utilizandolas, junto con la definicion del campo electromagnético, en la expresion
del trabajo realizado por éste sobre una distribucion de carga eléctrica, se deduce el teorema

de Poynting, que proporciona expresiones para la densidad volimica de energia almacenada
en el campo eléctri¢o

1. -
%, =-DLE
2
y en el campo magnéti¢o
u =1
2

! cuando el medio es lineal.
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asi como para la densidad y el sentido del flujo de potencia asociada al campo
P=ExF (3.2)

donde? recibe el nombre de vector de Poynting instantaneo.

Las ecuaciones de Maxwell predicen la existencia de distribuciones espaciales de
campo que se propagan, lo que se conoce como ondas electromagnéticas; el teorema de
Poynting permite determinar el flujo de potencia asociado a la onda. La verificacion
experimental por Hertz, en 1888, de la existencia de las ondas electromagnéticas, completo
la verificacion de la validez de las ecuaciones de Maxwell.

Las ondas electromagnéticas juegan un papel fundamental en el mundo fisico y
ocupan un lugar central en la ingenieria y, en particular, en las ingenierias electronica y de
telecomunicacioén; la luz y el calor del sol nos llegan mediante ondas electromagnéticas; la
potencia asociada a las ondas electromagnéticas se utiliza en ingenieria como vehiculo para
transmitir informacion a distancia: radio, televisién, comunicaciones por satélite, telefonia
movil son algunos ejemplos donde la utilizacion de las ondas electromagnéticas es evidente.
Pero las ondas no so6lo se utilizan cuando no existe un “tendido” material de un punto a otro.
En las lineas telegraficas y telefénicas suficientemente largas es imposible soslayar los
fendmenos ondulatorios y, desde finales del siglo XIX, las ecuaciones que rigen el
comportamiento de las ondas guiadas por lineas de transmisién se conocen, con cierta dosis
de familiaridad, como “ecuaciones de los telegrafistas”; en las grandes instalaciones de
comunicaciones por satélite se utilizan guias de onda conductoras huecas para llevar la
energia desde los equipos de emision hasta la antena emisora y desde la antena receptora a
los equipos de recepcion; mediante guias de onda dieléctricas (fibras dpticas) se conducen
las ondas electromagnéticas en el infrarrojo cercano que portan la informaciéon en los
sistemas que forman la espina dorsal de los sistemas de comunicaciones terrestres modernos.

Por razones didacticas, en este capitulo nos cefiiremos al estudio de ondas
electromagnéticas que se propagan libremente en un medio homogéneo, y aun a un tipo de
onda particular, pero de gran importancia en la practica, conocido como onda plana
uniforme. En el capitulo 4 se introduciran los principios fundamentales del guiado de ondas
y en el capitulo 5 se presentaran en detalle los métodos de andlisis de sistemas de guiado
reales.
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3.1 Ecuacion de onda

Consideremos una region del espacio en la que no haya fuentes primarias (cargas y
corrientes) de los campog =0, #=0. En esa region las ecuaciones de Maxwell se
simplifican a

(3.3)

Este sistema de ecuaciones diferenciales permite apreciar de manera cualitativa el
origen de las ondas electromagnéticas: un ca&pen la primera de las ecuaciones (3.3) da

lugar, en general, a un cam;ﬁ) variable; éste, a través de la relacion constitutiva (3.1a)
supone un campé variable, que, a su vez, produce un calﬁpo/ariable segun la uUltima
de las ecuaciones (3.3); el camﬁo variable supone, segun la relacién constitutiva (3.1b),
un campo‘{s; variable, y asi sucesivamente.

Volvamos ahora al caso general en que en la zona del espacio considerada pueda

haber cargas y corrientes, pero consideremos el caso simplificado, pero que se encuentra
muy a menudo en la practica, de que el medio sea lineal; entonces

D

€&
U#

(3.4)

0,
I

Si ademas el medio es isotrop®, y U son escalares y, si es homogéneo, no

dependen de las coordenadas espaciales. Bajo esas suposiciones, que se cumplen en muchos
medios de interés practico, las ecuaciones de Maxwell se reducen a:

(3.5)
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Es de notar que, mientras que desde un punto de vista fisico los campos
fundamentales so& y £, en una situacion como la que se estd considerando existe un
paralelismo matematico enti y # , como lo muestra el sistema de ecuaciones anterior
sobre todo en regiones donge=0 vy ﬁ=0. La técnica para resolver el sistema de

ecuaciones anterior consiste en reducir el numero de ecuaciones diferenciales aunque sea a
costa de aumentar el orden de las derivadas. Por ejemplo, tomando el rotacional de ambos
miembros de la primera ecuacion, se tiene

DXDX§:-M%DX'§/ (3.6)
Teniendo en cuenta que
Dx0x€ =0(0E)-0% (3.7)
. = _p .. 0E g
y que,segun B5LI[E=—y Ux# =7 +£a—t, la expresion (3.6) se reduce a
£
- 0% _ 0 1

0%g - ue =pu-2+=0 3.8

H 0 llat . P (3.8)

donde se ha definido la “laplacianalel vector€ comd
2 — $M2 o2 512
O°e=x0°€, +yao°g, +20°g, (3.9)

La expresion basica (3.8) es, desde el punto de vista matematico, una ecuacion de

onda vectorial — porque la variable dependieﬁtes un vector — tridimensional — porque,
en general, el operador laplaciana supone derivadas respecto de las tres coordenadas
espaciales. Si se toma el rotacional de ambos miembros de la cuarta ecuacién en (3.5) se

llega a una ecuacion de onda similar pga
0°%
ot?

0%% — ue =0xg

! Estrictamente, la laplaciana es un operador escalar. El significado del oplzadqniicado aun

vector se da en la expresion (3.9).

2 La definicién (3.9) no se puede generalizar para el empleo de componentes del vector que no sean

las de las coordenadas cartesianas. En cambio, puede utilizarse cualquier tipo de coordenadas para
expresar las componentes cartesianas del vector y para evaluar las laplacianas que actdan sobre ellas.
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A la vista de estas expresiones, esta claro que la solucién de la ecuacién de onda
dependera de la distribucion de cargas y corrientes que dan origen al campo, y también de las
condiciones de contorno que deban satisfacer los campos en los limites entre regiones
homogéneas. La forma matematica de la solucién (pero no la situacion fisica que describe)
también puede depender del sistema de coordenadas utilizado, que, a su vez, se elegira de
acuerdo con la geometria de la situacion que se esté estudiando. En este capitulo nos
limitaremos al estudio del caso particular de las llamadas ondas planas uniformes. En el
capitulo 5 se veran diversos tipos de ondas planas no uniformes, en relacion con sistemas de
guia de onda. En el capitulo 6, al introducir el fenbmeno de radiacion, se veran formas
aproximadas de ondas esféricas.

3.1.1 Ondas planas uniformes con dependencia espacio-temporal arbitraria

Consideremos de nuevo que estamos estudiando el campo electromagnético en una
region desprovista de fuentes primarias. En esa region los campos obedecen a las ecuaciones

(3.3) y las ecuaciones de onda&ey de # se vuelven homogéneas, es decir, desaparecen

los términos independientes o de fuerza. Notese que la situacién que se esta considerando es
mas comun de lo que a primera vista pudiera parecer: las fuentes — cargas y corrientes — que
dan lugar al campo ocupan un volumen limitado, y fuera de él, si el medio es lineal, isétropo

y homogéneo, los campos obedecen a las ecuaciones (3.3) y a las ecuaciones de onda
homogéneas

=
Dzé—ue‘&tf =0 (3.10 a)
0z, O°F _

0%% - ue e =0 (3.10 b)

gue de ellas se deducen. Ademas, el estudio de cierto tipo particular de solucién para estas
ecuaciones nos permitira describir de manera ilustrativa y sencilla el fenémeno fundamental
— la aparicion de ondas electromagnéticas — que se quiere poner de manifiesto.

Como las dos ecuaciones de onda anteriores estan matematicamente desacopladas
(en cada una de ellas sdélo aparece una variable dependiente), en principio podemos estudiar
su solucién por separado. Nos concentraremos para empezar en la ecuaciéon de onda del
campo eléctrico, aunque nada impediria comenzar con la del campo magnético. Para hacer
aun mas sencilla la matematica y que ésta no oscurezca el aspecto fisico que se pretende
resaltar, efectuaremos una hipétesis simplificadora més, a saber: que del examen de las
condiciones de contorno que tiene que cumplir la solucibn matemética de (3.10) para que
adquiera significado fisico se puede deducir que
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9

c =0 3.11
dyé (3.11)

J z_
axZ "

Es de notar que las condiciones de contorno hipotéticamente utilizadas para deducir
la condicion anterior nos remiten en dltima instancia a las fuentes que se encuentran fuera de
la regidon en que estamos estudiando el campo, pues de ellas dependeran los valores del
campo en el contorno. Las condiciones (3.11) llevaran a un tipo particular de solucién
conocido comoonda plana uniforme que, curiosamente, y a pesar de todas las
simplificaciones efectuadas para llegar a él, representa muy bien situaciones de interés
practico y, en especial, el campo en regiones lo suficientemente alejadas de las fuentes que lo
producen. Si, simplificando aun més, puede suponerse que

A

E=EX (3.12)
entonces la ecuacién de onda (3.8) se reduce a

o', 0%, _

57 — UE PTE 0 (3.13)

gue es una ecuacién de onda unidimensional — porque ahora, si se cumple (3.11), sélo hay
dependencia respecto de una variable — escalar — porque se ha supuesto, segun (3.12), que el
campo eléctrico sélo tiene una componentg homogénea. La forma general de la solucién
de tal ecuacion es
E, = f(z—-w)+ f,(z+w) (3.14)
donde
1

Jie

es una constante que tiene unidades de velocidad; en particular, si el medio fuese el vacio,

1
H=Hy E=E3 Yy V=—F7—7=
v Moo
d’Alembert y puede comprobarse que, en efecto, es solucién de la ecuacién (3.13) por
sustitucion en ella. Debe tenerse en cuenta que (3.14) emluc#n formal esto es, que
indica como ha de ser farma generalde la expresion matematica de la solucion de (3.13);
las expresiones concretas de las funciofgs) y f,(S) dependeran de las condiciones

iniciales y de contorno en cada caso.

V= (ms™) (3.15)

=C. La expresion (3.14) se conoce como solucion de

! En cualquier caso, la ecuacién de onda vectorial no es mas que la expresién compacta de tres
ecuaciones de onda escalares.
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Asi, con las suposiciones efectuadas, el campo eléctrico tendra la forma general
g =[f,(z-wt) + f,(z+W)[% (3.16)

La interpretacion fisica de la solucién (3.14) — o de (3.16) — es la de sendas
distribuciones de campo que se propagan respectivamente en las dire¢ctogies z con
velocidad v, conservando su forma a medida que la posicion de la distribucion cambia
como se indica en la figura 3.1; ahora bien, una distribucion espacial de una magnitud fisica
(campo eléctrico en este caso) que se propaga es lo que se conoce como onda. En este caso
hablaremos de onda plana porque en todos los puntos de un plano — el plano perpendicular al
eje Z , tal como se han tomado los ejes de coordenadas — el campo toma el mismo valor.

f,(z-vt)

fi(z+vi)

4—
=t,>t, I=t,
o o
| — 7
e
Az=v(t,-t,)
(b)

Fig. 3.10ndas progresiva (a) y regresiva (b) de campo eléctrico

Como se ha discutido al principio de la seccién 3.1, en general no puede existir un
campo eléctrico variable con el tiempo, como el dado por la expresion (3.16), sin que exista
simultaneamente un campo magnético. Es facil ver que, en este caso, el campo magnético ha
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de ser formalmente similar al campo eléctrico, ya que ambos obedeces a la misma ecuaciéon
de onda homogénea (3.10).

Como # obedece a la misma ecuacion ggie su solucion general debe tener las

mismas propiedades. Pero adens,no esindependiente de€ porgue esta relacionado
con éste a través de las ecuaciones de Maxwell; asi, el comportamiento concreto — y no soélo

el general — de# esta ligado con el comportamiento concreto&lgen efecto, segun la
primera de las ecuaciones (3.5)

p 0%
OxE=-pu—— 3.17
H— (3.17)

Asi, sustituyendo (3.16) en (3.17), se llega a

[f/(z-wt) + £, (z+W)]§ = —uda—fl (3.18)

donde f/(s) = di f.(s)y f,(9) = di f,(s). Integrando ahora los dos miembros de la
s s

expresion (3.18) respecto del tiempo, se obtiene
= 1 N
% =—[f,(z-w) - f,(z+W)]y (3.19)
uv

gue tiene una clara relacion con la expresiéon del campo eléctrico (3.16). El praducto
la expresion (3.19) tiene unidades de impedancia, como se ve facilmente considerando que

las unidades d&€ son V/m y las d& A/m. Por esa razon recibe el nombreimpedancia
intrinseca del medig se denota por . Teniendo en cuenta la definicion #e(3.15), una

expresion alternativa dg es

=yt - M
n=uv uﬁ\/:(ﬂ)

donde, para subrayar el hecho de guetiene unidades de impedancia, se han indicado
explicitamente en el Sistema Internacional. Por ejemplo, en el vacioy,, € =€, y

n=n,=37663Q=120mQ Asi, la expresion (3.19) del campo magnético puede
reescribirse
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% ==[f,(z-w) + f,(z+W)]§ (3.20)

S|

El resultado de la integraciéon de la ecuacion (3.18) respecto del tiempo se podria haber
escrito de manera mas general

% zl[fl(z—vt)— f,(z+wt)] 9 +h(r)
n

donde h(F) seria un campo magnetostatico — ya que, en la region de infefB¢r) = 0,
O x h(F) = 0) -y, por lo tanto, desacoplado e Por otra parte, la solucién paga de la ecuacion
(3.13) podria haberse escrito de forma mas general

£ =[t,(z-vt) + f,(z+ )| x + &(F)
con &(T) un campo electrostatico H[&(f) =0, O x&(f) =0 en la region de interés — vy, por lo
tanto, desacoplado d& . Estos términos estaticos no tienen interés para nosotros en este contexto de

campos variables con el tiempo y, por lo tanto, los obviaremos en la discusioén.

De la expresion del campo magnético (3.19) esta claro que también puede expresarse
como la combinacién de una onda progresiva de campo magnético

1
pl(z_ Vt) =— fl( z- V)
n
y una onda regresiva de campo magnético
1
p,(z+ Vv = E f,(z+ v}

como se ha representado graficamente en la figura 3.2.
Si ahora calculamos la densidad de flujo de potencia asociado al campo

electromagnético de la onda que se acaba de calcular, dado por el vector de Poynting
(expresion (3.2)), se encuentra

D= Exp=

:hgz—W)+fxz+wﬂﬁx%hgz—W)+fgz+wﬂ9: (3.21)

=%hfu—wy4;a+wﬂ2
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(b)

Fig. 3.20ndas progresiva (a) y regresiva (b) de campo magnético

La expresion (3.21) admite la interpretacion de que el flujo de potencia total es la
superposicion de un flujo de potencia asociado a la onda electromagnética progresiva en el
sentido de ésta dado por

5 =112(z-w)z=np2(z-w)z (3.22)

S
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y de un flujo de potencia asociado a la onda electromagnética regresiva en el sentido de ésta,
dado por

5 :—%f22(2+\/t)2:—r’ PZ(z+W)2 (3.23)

La figura 3.3 resume gréficamente la relacion entre los campos eléctrico y magnético
y el vector de Poynting dados respectivamente por las ecuaciones (3.16), (3.20), (3.22) y
(3.23). Es de notar, sin embargo, gua figura no puede en general dar de manera sencilla
toda la informacion contenida en las expresiones matematisis la figura 3.3 intenta
mostrar la situacién a lo largo del eje; ahora bien, como se ha supuesto que no hay
variacion de los campos er ni en Yy, tal descripcion gréfica aplica igualmente a los

campos y vector de Poynting a lo largo de cualquier eje paralelo & .efd intento de
completar la representacion en este sentido llevaria a un emborronamiento de la figura que la
haria inatil.

Se podria haber efectuado un desarrollo similar al que se acaba de efectuar suponiendo
E= 5y§/, con lo que se hubiese obtenido= %, X. Una solucién mas general puede expresarse

como combinacién de ambos desarrollos

g = fi(z-vt)X+ gi(z-vt)y +

+ fo(z+vt)X+ gy(z+ V)Y
(3.24)

-1 . .
# = —[fl(z— vt)y - 94(z - vt)x]+
n

1 A o
+ —[— fo(z+vt)y+g,(z+ vt)x]
n

donde f; y g; representan ondas progresivasfy y g, ondas regresivas. Sin embargo, si se

7} 7}
mantiene la condicidon de que los campos no tengan dependenxiaiezn y (d_ = d_ =0), las
X y

ecuaciones] (£ = Oy 0% = 0 imponen queg, =0, #,. Puede comprobarse también que los
campos eléctrico y magnético dados por (3.24) son perpendiculares estfé#st . 0

Asimismo, los desarrollos efectuados partiendo de la ecuacién de ond# ppoalrian
haberse llevado a cabo de manera completamente analoga a partir de la ecuacion de @da para
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Fig. 3.3Representacion grafica de la relacion entre campo eléctrico, magnético y vector de
Poynting
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3.2 Ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente

A pesar de no ser mas que un caso muy particular, y con una expresion matematica
especialmente sencilla, de onda electromagnética, las ondas planas uniformes en régimen
senoidal permanente presentan curiosamente un gran interés desde el punto de vista practico.
Eso es debido a una, o a la combinacion, de por lo menos las razones siguientes:

a) Suficientemente lejos de una antena, los campos electromagnéticos que ésta radia son
descritos con muy buena aproximacion por ondas planas uniformes.

b) Para muchos tipos de modulacibn empleados en sistemas de radiocomunicaciones, el
ensanchamiento del espectro que la modulacion produce alrededor de la frecuencia de la
portadora puede despreciarse desde el punto de vista de los fenédmenos de radiacion y
propagacion, de manera que, por lo que respecta a los calculos electromagnéticos, se puede
suponer que se esta en régimen senoidal permanente.

c) Una situacion general de campos con dependencia temporal senoidal puede
descomponerse como superposicion de (en general infinitas) ondas planas uniformes.

Antes de empezar a usar la notacibn matematica fasorial apropiada para describir

magnitudes en régimen senoidal permanente, puede resultar util estudiar la forma particular
gue toman las expresiones del ejemplo de la seccidén 3.1 en este caso.

El régimen senoidal permanente supone que la dependencia temporal de los campos
debe ser coma@ost +¢ ), dondew es la frecuencia angular o pulsacién, de unidades

rad/s, relacionada con la frecuencfade unidadesHz por w=2mf . Eso implica,
remitiéndonos al ejemplo desarrollado en la seccién 2, que las funcfofes vt) y

f,(z+ vt) que aparecian en las expresiones del campo, ya no pueden ser cualesquiera, sino
que las condiciones de contorno estan imponiendofgeea de la forma

f(z-vi)= Acosg—lw(vt— z)+¢lE: Aco%u t—%z+¢l§ (3.25 a)

f,(z+vi)= Bcos@w(vu z)+¢2D: Bco%o t+92+¢2% (3.25 b)
B B v
Definiendo el nimero de ondk (con unidades S| den™) como

k== (3.26)

las expresiones (3.25) se escriben
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f,(z= v)= Acos(w t- kz+¢,)
f,(z+ vt = Beos(w t+ kz+¢,)
Utilizando estas expresiones en las generales (3.24), se llega a la expresiones de

ondas planas uniformes progresiva y regresiva en régimen senoidal permanente que se
propagan en la direccion dé

E(zt) =
E., COS@t —kz+¢ )X+ E; cos@t —kz+¢ )y +
+E, cos@t +kz+¢ )Xx+E, cos@t+kz+¢ )y
(3.27)
#(z,1) =

1[ng cos@t —kz+¢;)y - E,, cosgt —kz+¢;)§<]+
n

+ e cos@t +kz+9])§ + 5, cos@ot +kz+ )]
n

donde los superindices “+” se refieren a ondas que se propagan en el sentido positivo del eje
Z y los superindice “-” a las que se propagan en el sentido negativo.

Sirviéndonos de la notacidn fasorial introducida en el capitulo 2, podemos escribir la
misma informacion que contienen las expresiones (3.27) de una manera mucho mas
compacta; asi, el campo eléctrico vendra dado en forma fasorial por:

E=E e’ +E e" (3.28)
con

E: =E.e" R+E.Le"y (3.29 a)

E. =E, e X+E; "y (3.29 b)

Segun se sabe ya, el campo instantdneo puede recuperarse a partir de (3.28) como
é(z,t) = Rel_Eej‘*"]. Del mismo modo, el fasor campo magnético sera

— — J z — ikz
H - HC e + HC é
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HY :lnge”’? 9—1Egyej‘”>‘< (3.30 a)
n n

ng—iE&éW9+£E&€MR (3.30 b)
n n

El ejemplo siguiente muestra una situacién idealizada en la que se generan ondas
planas uniformes.

Ejemplo 3.1: Campo producido por una distribucién laminar infinita de corriente
uniforme que depende senoidalmente del tiempo.

Consideremos una hoja de corriente uniforme infinita, de frecuehcia

Supongamos que, por comodidad, tomamos los ejes de coordenadas de manera que
la hoja esté contenida en el plamm=0 y venga caracterizada por un fasor

Js = Js X (Fig. 3.4).

g
NH
|

Fig. 3.4 Distribucién laminar de corriente en el
plano z = 0 dirigida segun el ejeX

Como la fuente de los campos (en este caso la distribucién laminar de
corriente) varia con el tiempo de manera senoidal, en régimen permanente todos los
campos deben hacerlo también. Dada la geometria del problema, parece razonable
suponer que los campos producidos puedan ser en forma de ondas planas uniforme
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gue se alejen de la distribucion de corriente; si nuestra hipétesis fuese incorrecta, nos
dariamos cuenta de ello al no poder satisfacer las condiciones de contorno de los
campos en el plan@a =0. Esto nos lleva a considerar que, para O, tengamos

una onda que se propaga en la direccion del £jey en el sentido de las

Z crecientes; en efecto, dada la forma de la distribuciéon de corriente, no hay nada
que favorezca la propagacion en una direccion dada, y no en otra, distinta de la
perpendicular al plan@ =0 (nétese que, aunque en la figura 3.4 las flechas que

representan] vayan en el sentido de las crecientes, esto no es mas que una

limitacion de la representacion gréfica, puesto cigees un fasor, y la corriente

instantanea ir4, durante algunas partes del periodo, en el sentido de la figura,
mientras que en otras ird en sentido opuesto. De la misma maneraz p&ra

supondremos que existe una onda que se propaga en el sentido de las
decrecientes. Formalmente:

Paraz>0
E=E e
H=He!*
con
E. =E;X+E) ¥ (3.31)
HY =H;X+H]y (3.32)

dondeE; , E ,H; y H son constante complejas que, de acuerdo con (3.30 a),
se relacionan de la manera siguiente:

E, =-nH; (3.33 a)
Ey =nH, (3.33 b)
Paraz<O0
E=E, e"
H=H]el
con
E. =E X+E,¥ (3.34)
Ho =H X+H§ (3.35)

donde de nuevoE, , E/, H, y H  son constantes que, segin (3.30 b) se
relacionan mediante
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E. =nH; (3.36 )
E.=-nH; (3.36 b)

Las constantes que aparecen en la expresion de las ondas pueden ponerse en
relacién con la corriente que da lugar a ellas mediante las condiciones de contorno a

que deben obedecer los camposzen0. Segun lo visto en el capitulo 2, para que la
solucién tenga sentido fisico, &= 0 hay que exigir

donde, en nuestro caso

=z
,: campo magnético ea=0"

I >

!

1 campo magnético ea=0"

m I

,: campo eléctrico ez = 0"

E,: campo eléctrico ez =0~

Asi tendremos

H,=H;
H, =H.
E, =E
E, =E

Teniendo en cuenta las formas EQ* EC', I:IC+ y I:IC’ dadas por las

expresiones (3.31), (3.34), (3.32) y (3.35), las relaciones (3.33) y (3.36), y las
condiciones de contorno que deben satisfacer los campos, se llega al siguiente

sistema de ecuaciones

Hi-H; =0
Hy-H; =-J,,
Hy+H, =0
H;+H =0

cuya solucién es

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



218 Campos electromagnéticos

+ JSO
Hy =

_
Hy =%
H; =H; =0

Se ha conseguido satisfacer las condiciones de contorno; asi pues, las
hipétesis efectuadas al principio eran correctas y, efectivamente, el campo para
z>0 tiene la forma de una onda plana uniforme que se propaga segin las

crecientes:
- N SR
H=-Zey
. J I
E=-n=2e g
2

mientras que para < 0 tiene la forma de una onda plana uniforme que se propaga
segun lasz decrecientes:

~J

H: soejkz'*
5 y

E:—riﬁejkzﬁ

2

3.2.1 Ecuacion de onda en régimen senoidal permanente

La descripcion matemética de ondas planas en régimen senoidal permanente que se
propagan en direcciones arbitrarias puede sistematizarse a partir del estudio de las soluciones
de la ecuacion de onda en régimen senoidal permanente. En el apartado 3.1 se habian escrito
las ecuaciones de onda a que obedecen los campos eléctrico y magnético instantaneos en una
zona libre de fuentes de un medio lineal e is6tropo. Por ejemplo, para el campo eléctrico se
tenia

o =
02€ - ue 35 =0 (3.8)

Siguiendo la regla explicada en el capitulo 2 para escribir ecuaciones de los fasores a
partir de las ecuaciones de los campos instantdneos, la ecuacién a la que obedece el fasor

campo eléctrico es
?E+uew®E=0 (3.37)
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Teniendo en cuenta la definicion de la velocidad de propagaciéon (3.15) y la del
namero de onda (3.26), éste puede ponerse

k = w,/pe
con lo que le ecuacion (3.37) se reescribe
0°E+k?E=0 (3.38)
Evidentemente, el cam|da obedece también a la ecuaciéon de Helmholtz

0*H +k*H =0

3.2.2 Solucién correspondiente a la onda plana uniforme

Una posible solucién de la ecuacion de Helmholtz a la que obédaxe

E(f)=Ee’*® (3.39)
donde
EC es un vector, en general complejo, uniforme (que no dependg; de
I es el vector de posicionf (=X X+ Yy Y+ 22 del punto en que se evalla el
campo;

k es el llamadovector de propagacigno de onda; es un vector uniforme de
unidades M cuyo médulo es el nimero de onda k, y que, por tanto, puede

expresarse comis = k k, dondek es un vector unitario en principio arbitrario.

Como se discutira en lo que sigue, esta solucion de la ecuacién de Helmholtz (3.38),
corresponde a una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente, que se propaga en

el sentido dado polfz. Evidentemente, el estudio de la forma de los campos de una onda
plana uniforme en régimen senoidal permanente podria haberse empez&ticeporez de

por E, y la eleccion de hacerlo a partir del campo eléctrico ha sido completamente
arbitraria.
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Ejemplo 3.2 Comprobacion de que la expresion (3.39) es efectivamente una
solucion de la ecuacion (3.38).

Para ello comprobaremos que cuando la expresion se sustituye en la
ecuacion, ésta se convierte en una identidad. Asi pues, sustituiremos

E(F) = Ece_“aTT en el primer miembro de (3.38):
02E(F) = O%E e’ " = ED%e’ T

donde se ha tenido en cuenta que el operador laplaciana no actua sobre el vector

uniforme E_ . A continuacién hay que calculat’e™’*? para lo que notaremos que
la laplaciana de un campo escalar no es mas que la divergencia de su gradiente:

02 %0 = O e <™

Calcularemos, pues, en primer Iug@e‘jkm; para ello utilizaremos por
comodidad y sencillez coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta que

k=kk= kX k'y k'z

donde k,, k, y k, son las componentes cartesianas kde Asi, si escribimos

también el vector de posicidh utilizando sus componentes cartesianas descritas en
términos de coordenadas cartesianas

Fr=xx+yy+zz

tendremos que el producto escalelf, que aparece en el argumento de la
exponencial cuyo gradiente queremos calcular, se escribe

kF =k x+ k, y+ k z
A partir de ahi es elemental el calculo del gradiente:

Oe K =0 ™7™ =~ j(k X K 'yr Ky @7 = ke
(3.40)
Asi, i i} §
0% =0me’*" =00~ jke'*")
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Ahora bien,k es un vector ye‘jkm un escalar. Si tenemos en cuenta la
relacion general de calculo vectorial

OQab) = Dalb+ a10b (3.41)
y que k es uniforme, la expresion de[{— | Ee'jgm) queda
Of-jke *) = - jkOe*?

PeroJe ' " ya fue calculado unas cuantas lineas mas arriba, y utilizando el
resultado obtenido, llegamos finalmente al calculo de la laplaciana

0% =0 me ™ =0 - jke ") = - jkOe *" =
- jK Q-jk)e " = -k?e "

Asi, O?E(F) = —k?E, € ’¥" y es evidente que la ecuacién de Helmholtz
(3.38) se convierte en una identidad.

Si bien se ha comprobado en el ejemplo anterior que el campo dado por la expresion
(3.39) es solucidn de la ecuacion de Helmholtz, ello no asegura que ese campo corresponda a
una solucién de las ecuaciones de Maxwell en una zona desprovista de fuentes; para que si lo
sea es preciso asegurar que, de acuerdo con ley de Gauss, en una zona de un medio lineal
desprovisto de fuentes, se satisfaga

OE =0 (3.42)

Vamos a ver que eso impone una condicién sobre el vector unifégma saber,
que K[E, =0, dondek es el vector unitario en la direccién y sentido del vector de onda

k . Para ello sustituiremos la expresion del campo eléctrico dada por (3.39) en (3.42):

' La razon es que, en el proceso para llegar a la ecuacion de Helmholtz, se ha

simplificadod x O x E = -0%E (ver la expresion (3.7); el hecho de que la misma se refiera a un
campo instantaneo y no a un campo fasorial es irrelevante); para ello se consider6 que, puesto

quel [E = 0, efectivamentel] 0 LE = 0. Ahora bien, podria darsé O [E = 0, sin que fuese nula

la divergencia deE, por lo que hay que asegurar esto Gltimo. En el ejemplo para dependencia
temporal arbitraria del apartado 3.1, la suposicién a priori de que las derivaklasemy sean nulas

y que no haya componente egarantizall [E = 0
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OQE, ) =0 (3.43)

Teniendo en cuenta que '*” es un escalar, qué&, es un vector uniforme, de

manera qué_] EEC =0, aplicando la relacién (3.41) al miembro de la izquierda de (3.43), y
teniendo en cuenta la relacion (3.40) se obtiene

OQE, e '¥%) = 0e’*® OE = - jkOE &*® =0

El hecho de queleEEce‘“Zm =0 independientemente dé implica que debe

cumplirsek LE, = 0, y, por lo tanto, también
KIE =0 (3.44)

En el ejemplo siguiente se identifica el vedtoen la expresion del campo eléctrico
y se comprueba que ésta corresponde a una onda plana uniforme, ya que satisface la relacion
(3.44).

Ejemplo 3.3 Comprobar que el campo eléctrich = E (X + j§ — j2)e V7702
corresponde a una onda plana uniforme.

Para proceder a la comprobacién, hay que verificar que la expresion anterior
puede reducirse a la forma genel::aaf) = Ece_”‘ET y quek EEC =0ok EEC =0.

Identificando términos vemos que
E. = E(X+]y-j2
Ademas, puesto que, en general

k=kk=kXx+ k¥ k'z
se tiene que
IZETszx+kyy+ k z

De modo que el exponente debe ser

k,x+k, y+k,z= Jarmy++2mz
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Identificando coeficientes en la expresion anterior se llega a que

X

0
=2
V2

~ X X
1

7T

z

luego
k =N2my++2m2

Es elemental verificar ahora que, en efedtdE. =0 vy, por lo tanto, la
expresion de partida corresponde al campo eléctrico de una onda plana uniforme.

3.2.3 Caracteristicas de la onda plana uniforme

Cuando se tiene experiencia en el manejo de la notacién fasorial para vectores cuyas
componentes dependen del tiempo senoidalmente, las propiedades fisicas del campo
instantaneo pueden deducirse directamente de la inspeccion del fasor. En el nivel presente es,
no obstante, ilustrativo “bajar”, a partir de la expresién fasorial, hasta la expresién del campo
instantaneo, para analizar las caracteristicas de la onda plana uniforme y poner de manifiesto
el significado fisico de algunos parametros que se definiran.

Seguln se vio en el capitulo 2, el campo instantdneo se obtiene a partir del campo
fasorial multiplicando éste poe'®' y tomando la parte real del producto. Para el campo

eléctrico instantaneo se tendrd, pués(,z,t)=Re|_I§ej“’tJ. Si el campo obedece a la
expresion de una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente (3.39), tendremos

E(r,t)= Re[léce‘JRm el"*"] (3.45)
Ahora bien, EC puede escribirse de manera explicita
E. = E,e"X+E, e/ y+E, e’z (3.46)

donde E,; y ¢, (i=X,Y,Z) son respectivamente un real positivo y un real que

corresponden a los moadulos y las fases de las componenﬁag dasi, sustituyendo (3.46)
en (3.45) se obtiene
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E(F,t) =E,, cos@t -K T +¢,) X+E,, cos@t -KT +¢ ) §+
E,, cost—K [T +¢,)2

Para ver que este campo represemdas que se propagan en la direccion I%Ie
representaremos una componenteé(é,t) a lo largo de un ejd paralelo ak (Fig. 3.5).
Si sobre ese eje definimos un vector de posidigrgue tomamos como el origen de la
coordenadd que nos define la posicién soble, el vector de posiciéit de un punto sobre
el eje vendra dado pdf =T, +I K. Asi, parar a lo largo de la direccion del eje, una
componentd cualquiera { = X, Y, z) del campo vendra dada por

£.(F,t) = E, cos@t —k 7, +1K) +¢.) = E_ cosgt -kl =K [T, +¢,) =
B 0., k. = 0 (3.47)
—Eoicosgu(t EI) kEfr;+¢i)E

=y
=
I
-
*
x)

Fig. 3.5Sistema de coordenadas y convenios de notacion utilizados en el
estudio de las caracteristicas de las ondas planas uniformes
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. L | w 1
Ahora bien, esta expresion tiene la forma genér@l ——Q, conv= ?
\Y;

NHE
(ver expresion (3.26)), y corresponde, por tanto (ver apartado 3.1), andaaque se

propaga en el sentido de ldscrecientes con dicha velocidalin el apartado 3.1, donde no
se especificaba dependencia temporal concreta, no se podia determinar la forma de la

funcién fB—%@ vemos asi que el régimen senoidal permanente fuerza a que esa forma
sea senoidal. En la figura 3.6 se representa una componente del campo en dos instantes de
tiempo sucesivos. Notese el paralelismo de esta figura con la figura 3.1 (a) y con la figura
3.2 (a): una distribucién de campo que se desplaza hacia la derecha de las figuras; en el caso
de la figura 3.1 (a) y de la figura 3.2 (a) se represent6 una distribucién genérica, mientras que
en la figura 3. 6 la suposicién de régimen senoidal permanente impone forma senoidal a la
distribucion: es decir, la dependencia temporal senoidal da lugar, en este caso, a una
dependencia espacial también senoidal. De hecho, de la inspeccion del tercer miembro de las

. . . . 2m . .
igualdades (3.47) es evidente que, si el periodo temporal=es— s, el periodo espacial
)

sera

3= 2_k" (m) (3.48)

tal como se ha indicado en la figura 3.6. El periodo espacial seltagitud de onday
representa la distancia entre dos puntos en una direccion paralela a la de propagacion entre
los que la diferencia de fase (argumento del coseno en la expresion (3.47)) de lazmda es

— lo que, desde el punto de vista fisico, dada la periodicidad de las funciones

V
A -
A
tl t’7
Sa ~ /
>/
-
A=v(t,-,)

Fig. 3.6Representacion grafica de una componente del campo a lo largo de
la direccién L en dos instantes de tiempo
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trigonométricas, supone el mismo valor de campo. Teniendo en cuenta la definicion (3.26)
del nimero de ond& vy la de la velocidad de propagacion (3.15), sustituyéndolas en la
definiciéon (3.48) de la longitud de onda y teniendo en cuenta que la frecukngida
frecuencia angular (pulsacionp se relacionan medianteo =271 f , se obtiene una
expresion alternativa para la longitud de onda

2 2
A=t Y (3.49)
k  wjue f

Siguiendo con el paralelismo con la situacion analizada en el apartado 3.1 y al
principio de 3.2, notaremos que, puesto que el campo que estamos estudiando cumple, segun

se ha vistoEC (k=0,y 12 es un vector real, tendremos

Re[lE EE(r)ei‘*’t] =K[E(F,1) =0 (3.50)

de donde es evidente que, andlogamente a lo que sucedia en esos casos, en que la direccion
de propagacion era segud, el campo eléctricoes también ahorgerpendicular a la

direccion de propagacigrdefinida en este caso por el veckor

En el ejemplo que sigue se encuentra la direccion de propagacion y la longitud de
onda a partir de la expresion del campo eléctrico.

Ejemplo 3.4 Determinar la direccién de propagacion y la longitud de onda de la
onda plana uniforme cuyo campo eléctricoles E_ (X + j§ — ji)e‘jﬁ"(y”’ :

En el ejemplo 3.3 ya se comprobé que dicho campo corresponde
efectivamente al de una onda plana uniforme. Se determind al mismo tiempo que

k = \/En§/+ \/57'[2. De esta expresion, es inmediato dug 277, y, por lo tanto,
el vector unitario que indica la direccién y sentido de propagacion es

~)
Il
N>

x| =
N
N

En la figura 3.7 se representa la relacion eﬁtrye un frente de onda, paralelo al eje
Xy que corta alos ejeé y Z a 45°.
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Fig. 3.7 Relacion entrek y un frente de onda
para la onda plana uniforme del ejemplo 3.4

La longitud de onda es, segun (3.48)

Si las unidades d& e y en la expresion d& vienen dadas em, las de

k seranm™, y tendremos
A=1m

Si la propagacién tiene lugar en el vacios ¢ =3x10° m/s, con lo que
la frecuencia del generador que esta dando lugar a la onda es

8
f=C_3x10M/s _ . 15 Hz=300MHz

En el ejemplo siguiente efectuaremos un ejercicio reciproco del anterior: a partir de
la especificacién de la direccion de propagacion y de la frecuencia de una onda plana
uniforme, determinaremos el vector de onda.
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Ejemplo 3.5 Una onda plana uniforme de frecuenc®0MHzse propaga en el
vacio en una direccion que forma con los eps Y y Z angulosa, =45°,
a,=60" y a,=60 respectivamente (Fig. 3.8). Determinar el vector de
propagacion

a, =6
a, =45 0, =60

Fig. 3.8Direccién de propagacién especificada por el
enunciado del ejemplo 3.5

Comprobamos en primer lugar qees a, +cos o, +cos a, =1, como
debe ser para una direccion bien especificada. Entonces

A
A

k =cosa,x+cosa,y+cosa,z=

NI

x>
+
N
<>
+
N[
N>

El modulo del vector de onda puede calcularse, segun (3.26), como

2 f

Vv

k =

<le

Como la onda se propaga en el vacioz ¢ =3x10° m/s, y como la
frecuencia esf =300MHz = 3x10® m/ s, tenemos

k= —27'[><3><:_08 =2mm™
3x10

de donde el vector de onda es
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K=kk=V2rk+mny+mz m™

La forma del campo eléctrico seria

E = E,eK7 = E g

C

con E, que satisfack [E, = 0.

En cuanto al campo magnétidd , como ya se comentd, obedece también a la
ecuacion de Helmholtz tridimensional, y, de hecho, hubiésemos podido iniciar el estudio de
las ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente a partir de él, en vez de haberlo

hecho a partir dé, como también se comentd. No obstante, una vez hemos empezado el
estudio conE, y supuesta ya determinada la forma concreta de éste que corresponde a una

onda plana uniforme en régimen senoidal permanente, podemos czﬂcalaartir deE
utilizando las ecuaciones de Maxwell, como ya se hizo en el estudio del apartado 3.1 para
ondas con dependencia temporal arbitraria. En efecto, segln la ley de Faraday

OxE=-jowuH
de donde

H=—"[OxE

e
wu
y sustituyendo en esta Ultima expresion la del campo eléctrico correspondiente a la onda
plana uniforme (3.39), se tiene

H(r)=—10 x(é e‘im) (3.51)

e
wu

Ahora bien, segun el célculo vectorial, el rotacional del producto de un escalar por
un vector puede escribirse

Ox(ab) = Oaxb +alxb (3.52)

Aplicando este resultado al rotacional del producto del esealdf por el vector
EC en (3.51), y teniendo en cuenta cﬁges un vector uniforme, se obtiene

H(F) =L 0e ™ xE,
wu

Utilizando ahora el resultado (3.40) en la expresion anterior se llega a
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H(F) = K E e ke (3.53)
wu

Teniendo en cuenta qd%: kK = W\ UE |2 y quen =./u/e el campo magnético

puede escribirse de manera equivalente

H(F) =—xE_e ¢ (3.54)

S|~

o también, puesto que estamos partiendo del::r(lﬁé = Ece_“zm :

H(F)=—xE (3.55)

S| =X

Cualquiera de las expresiones (3.53) a (3.55) puede utilizarse para calcular el campo

magnético de una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente si se conoce su
campo magnético. El ejemplo siguiente ilustra el célculo del campo magnético de una onda
plana uniforme a partir de su campo eléctrico.

Ejemplo 3.6 ElI campo eléctrico de una onda plana uniforme es
E=E, (%+ j§- j2)e V%" Calcular el campo magnético correspondiente.

Este es el campo eléctrico que ya aparecia en los ejemplos 3.3 y 3.4, del que
sabemos que efectivamente corresponde a una onda plana uniforme que se propaga
V2

. . . . - 2. A )
en una direccion y sentido identificados por el ved(o¥7y+7 . Asi, el

campo magnético puede encontrarse directamente por aplicacion de la expresion
(3.55):

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



3 Ondas planas uniformes 231

Por otra parte, del examen de (3.54) esta claro que, para una onda plana uniforme en
régimen senoidal permanente

e ke (3.56)

H(r) =H

c

dondel:|C es un vector uniforme dado por

H, =—xE

C

S| X

(a titulo ilustrativo, en el resultado del ejemplo 36, = ——2 (2j X=y+ 2) ).

e, 2
2

Utilizando la identidad vectorial

ABxC) =C[{Ax B)

chzﬁ%xa@: EC[EQxEE:o (3.57)
n

ya que el producto vectorial de dos vectores con la misma direccién es nulo.

esté claro que

Asi, de (3.56), vemos que el campo magnético de la onda plana uniforme en régimen
senoidal permanente tiene la misma forma general que el campo eléctrico, y la expresion

(3.57) muestra asimismo que el vector uniforﬂﬁg de la expresion (3.56) cumple una

relacién anéloga a la ya discutided E, = 0. Por lo tanto, el campo magnético presentara
propiedades andlogas a las estudiadas para el campo eléctrico y, en particular, el campo
instantanec# (1) sera perpendicular en todo momento a la direcciéon de propagacion:

K#(F,1)=0 (3.58)
Ademas

_ . K - 0 k =
#(F,t) = Re[H e"*’t] = ReE—I)(—x Ee“' = 5><.S(r“,t) (3.59)
] g N

luego el campo magnético instantan@es perpendicular en todo moment campo
eléctrico instantanecE . De hecho, la expresion (3.59) esta diciendo que los vectores
lk,é,‘fzfj estan definiendo un triedro trirrectangulo positivo. Esta situacién se describe
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graficamente en la figura 3.9. Ademas, coknes perpendicular £, de (3.59) resulta que,
en todo instante
S
|'Z{| =11
n
0, lo que es lo mismo,
g
= =N (3.60)
[#

YA

Ny
(\\}!

Fig. 3.9 Representaciéon grafica del campo eléctrico y magnético
instantaneos de una onda plana uniforme en un punto e instante dados

En el caso de que el campo que se hubiese calculado en primer lugar hubiese sido el
magnético, el campo eléctrico puede deducirse a partir de aquél siguiendo un procedimiento
totalmente paralelo al que se siguié para deducir el campo magnético a partir del eléctrico.
En efecto, en puntos donde no hay densidad de corriente, como en el caso que estamos
considerando, la ley de Ampere-Maxwell se reduce a

OxH = jweE
de donde
E=- oxH (3.61)
WEe
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Si el campo magnético corresponde al de una onda plana uniforme sabemos que su
forma es

g ke (3.56)

H(r) =H

C

con I:|C un vector uniforme. Sustituyendo en (3.61) y utilizando (3.52) y (3.40) se obtiene

E=-J A_x0e ™ =nH_ e xk =
WE (3.62)

:r] X

I
>

Como ejercicio, el lector puede comprobar que, si parte de la expresion del campo
magnético a que se llegé en el ejemplo 3.6, aplicando la expresion del Gltimo miembro de
(3.62) recuperara el campo eléctrico de los enunciados de los ejemplos 3.3, 3.4y 3.6.

Utilizando el hecho de queEDlE=0 y Hk=0 y las propiedades del triple
producto vectorial, es muy facil pasar de la expresiééd@n funcion deH a la expresion
de H en funcion deE y viceversa, como se discute en el siguiente ejercicio.

Ejemplo 3.7. Deduccion de la expresion dEen funcién deH a partir de la
expresion deH en funcion deE para una onda plana uniforme.

Partimos de que, para una onda plana uniforme

m

H(F)=—x (3.55)

S | =

Multiplicando vectorialmente los dos miembros de la expresion anterior por
k se tiene

ax(bxc)=b(aE)-c(ab) (3.63)
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Ahora bien,lz (E=0 y IQD]E =1de donde
E =-nkxH(F) =nH(F)xk
como se habia deducido en (3.62).

El mismo procedimiento puede emplearse para encontrar la expresién de
H en funcién deE a partir de la deE en funcion deH .

Las ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente pueden utilizarse para
introducir una serie de elementos terminoldgicos que podran ser utilizados mas adelante en
otras situaciones mas complejas. Por ejemplo:

* Frente de ondase entiende, en general, por frente de onda el lugar geométrico de los
puntos del espacio en que una componente cualquiera del campo tieeméafaseen un

instante dado. Siendo la fase el argumento de las funciones seno o coseno que aparecen en la
expresion de las componentes del campo, la condicion de fase constante es que

o(r,t)=wt-a(r) =Cte

En el caso particular de una onda plana uniformé) =—-k [ +¢ , con ¢
constante, por lo que la condicion anterior se convierte en

O(F,t)=wt—-k ¥ +¢ =Cte (3.64)

Como el frente de onda se define a partir de una fase uniformeirstante dadpt
es una constante en la expresion anterior; asimismo, como en una onda plana gniegsme

también constante, resulta que un frente de onda viene definido por la condicion
k F =Cte

gue puede ponerse de manera mas explicita, utilizando la definiciébn de producto vectorial,
como
kx+k,y+k,z=Cte

para ver claramente que se trata de la ecuacion de un plano. Incidentalmente, ésa es
precisamente la causa de la denominaciéond@ plana El adjetivouniformeviene de que,

sobre un frente de onda, el campo es uniforme (no varia de un punto a otro). En el capitulo 5,
dedicado a propagacién guiada, se veran ondas que son planas, pero no uniformes. Al tratar
de radiacion en el capitulo 6 apareceran ondas esféricas (cuyos frentes de onda son esferas).
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* Velocidad de fase en una direccion dada si ahora se deja transcurrir el tiempo,
deberemos desplazarnos para que, a medida que el tiempo cambia, la fase permanezca
constante. La velocidad de fase en una direccién dada es la velocidad ficticia a la que un
hipotético observador deberia desplazarse en esa direccién para “ver” siempre la misma fase.

En el caso de una onda plana uniforme, la fase de una componente arbitraria del

campo viene dada por (3.64). Si la direccién elegida es la definid&,pos vectores de la
posicién del observador hipotético vendran dados por (Fig. 3.5)

F=F, +lk

donder, es el vector de posicion iniciallyes la coordenada en la direccikna partir de
r,, de manera que la fase en funcién del tiempo ly dendra dada por

6(I,t) =wt -kl -k I, +¢ = Cte (3.65)

donde se ha tenido en cuenta dﬁj@g = k. Para permanecer en el mismo frente de ohda,
: L : do
debe cambiar de tal manera olesea constante en funcién del tiempo, es de(zﬁrr: 0.

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresién (3.65) de la fase, la condicién de derivada
temporal nula resulta en

dl . .
Peroa es precisamente la velocidaga la que hay que desplazarse a lo largo de la

direccionk para permanecer sobre el frente de onda, de manera que

Es decir, los frentes de onda, perpendiculares a la diredidérse propagan
paralelamente a si mismos con velocidadAdemas, obviamente, la distancia entre dos
frentes de onda sucesivos correspondiente a fases idénticas (salvo un términ@agliggo
la longitud de ondal .

Supongamos ahora que la direccién elegida es definidé fédE (Fig. 3.10). Ahora,
para un observador que se desplace desde el punto de referencia en esa direccién
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r=r +Id

0

donde | es ahora la coordenada segiin La fase del campo serad ahora, sustituyendo la
expresion anterior en (3.64),

O(,t)=wt-Ikm-kI +¢

y la condicion para permanecer sobre el mismo frente de onda a medida que transcurre el
tiempo es

I N
donde ahora% es la velocidadv;a la que deberia desplazarse seglel hipotético

observador. Asi

que teniendo en cuenta las definiciones (3.26% de (3.15) dev puede también escribirse

=
o
—

Fig. 3.10Representacion geométrica para el calculo de la velocidad de
fase en la direccion definida par
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Puesto quek (i €1, resulta quev, =Vv. Esto no contraviene ningln principio
relativista, puesto que, no corresponde a la velocidad de ningln ente fisico.

El concepto de velocidad de fase puede parecer artificioso en el contexto de las
ondas planas uniformes y, ciertamente, no hubiese sido imprescindible introducirlo para la
inteligibilidad del resto del presente capitulo; su utilidad aparecera claramente en el capitulo
5, dedicado a propagacion guiada, en relacién con conceptos de impedancia y de dispersion;
introducirlo ahora tiene la ventaja de la simplicidad matemética de la situacién concreta con
gue se ilustra.

En resumen, para una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente que se
propague en la direccién y sentido indicado por un vector unitario arbikrage tiene

H, = KxE,
n (3.66)
E, =nH, xk
y
k[E, =0
. (3.67)
k[H, =0

c

de donde se deduce QLé [#, IE] definen un triedro trirrectdngulo positivo (Fig. 3.9).
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3.2.4 Densidad de flujo de potencia asociada a la onda

Desde el punto de vista de la ingenieria es importante determinar el flujo de potencia
asociado a una onda electromagnética. En su momento se vio que la densidad de flujo de

potencia instantdneo asociado al campo electromagnético viene dada por
P=ExXH (3.2)
Ahora bien, en régimen senoidal permanente, los campos instantaneos se obtienen a
partir de los fasores comg(r,t) = RelEej“"J y #(F,t)=RgH e!"|. Pero las partes
reales anteriores pueden escribirse de manera mas explicita como semisuma del fasor mas su

conjugado
R%E’ejwt] — %(Eejwt + E*e—jwt)

Re[I:I ejwt] — %(Hejwt + H*e—jwt)

lo que, sustituyendo en (3.2), da

(Exl:l—ezjwt+éxl:|'*+é*xl:|'+E*x|:|’*e—2jwt) (368)

Nl

2=
Ahora bien, teniendo en cuenta que
ExH' +E xH =2RdExH’|

y que
ExH e +E xH' e = 2RdEx F e

la expresion (3.68) se escribe

P .,1 — I* . . .
En esta ultima expre3|o1ﬁ2+ Re[Ex H ] es un vector real independiente del tiempo

(Ey H son fasores); por otra parté,x H es un vector complejo independiente del tiempo
gue puede escribirse explicitamente en funcidén de sus partes real e imaginaria como

ExH=a+]j
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con & y bvectores reales independientes del tiempo. Utilizando esta expresion, es
inmediato que

% Re[E xH e2j°"] = %écosZwt - %BsenZwt

1 = - .
donde se ve queZL Re[E xH ezj‘*"] posee una periodicidad temporal de peridgo= E Y,
w

por lo tanto, no contribuye a la densidad de flujo de potencia media. Esta vendra dada por el
vector de Poynting medio

= o 1 T2
P(F) =<2(r,t) >= y[rl?f_mp(r ,t)dt
y el resultado sera

P(F) :%Re[EXI—T] W/ m? (3.69)

Este importanteesultado es general para campos en régimen senoidal permanente
En el caso particular de que el campo corresponda a una onda plana uniforme, los fasores
gue intervienen en la expresion (3.69) vendran dados, como ya se ha visto, por

E(F) =E e " (3.39)
H(F) = H_e k* (3.56)

donde E(F)y H(F)se relacionan mediante las expresiones (3.55) y (3.62) y cumplen
K[E(F) =0, KIH() =0. Asi

— 1 - = % 1 |:|“ K —*
B(F) = = ReE xH ]:—Re[EX%XE % (3.70)
2 2 7

que, utilizando la identidad vectorial (3.63), se convierte en

Pero comol2 (E = 0, resulta

B(r) = % ReK(E (E")]
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- — —2 . A
Ahora bien, esta claro que [E = |E| es real, y, siendo tambida un vector real,

la expresion anterior puede escribirse

Puesto que, segun (3.391E| = EC

, el vector de Poynting medio puede ponerse

también como

B(r) = %

- |2~
E.| k

Asimismo, si, al aplicar a la onda plana uniforme la expresion general del vector de
Poynting medio, se poné en funcién deH mediante la expresion (3.62), en veziden
funcion deE como se hizo en la expresion (3.70), se obtiene

P(F) :%Re[ﬁxﬁ*]zéRe[Gﬁ xIZ)x ﬁ*]

que, utilizando de nuevo la identidad vectorial (3.63), el hecho del»zqﬂé (MN=0yla

O ~2
definicion H [(H E|H| lleva a

n_1 y=2n
P(r) —gr] |H
0, alternativamente, dado que, segun (3.FEB|),: |Hc ,a
- 1 - 2
P(F) =2 n|H.| K

La utilizacion de estas relaciones se ilustra con el siguiente ejemplo.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



3 Ondas planas uniformes 241

Ejemplo 3.8 El campo magnético de una onda plana uniforme responde a la
~ i
expresionH = H_[H - jﬁ - EL/E+ j£§+ jéi[e”"(ﬁx*y”). Determinar
2 0 2 2 B

la forma del vector de Poynting vy, si la onda transporta una densidad media de flujo
potencia de 1 mW/ncalcular [H | .

En la expresion del campo debe identificarga"2x+y+2) = g KT

Siguiendo la técnica de los ejemplo 3.3 y 3.4, se encuentra que la forma del
argumento de la exponencial supone que K=+2mX+my+mz y

NCREE

k= 7X+§ y+ % Z, de donde se comprueba d&éﬁ =0y, por lo tanto, que el

campo dado corresponde efectivamente al de una onda plana uniforme. El vector de
Poynting medio puede entonces calcularse como

N
P(r)—En|HC k
donde
H|" =
V2 3.0 A2 1 3.0
H - Xok-/2+ = = N2 = S 0=
H,| i~ EL/_HZ +1225E%+J EZ H/2 505
6|H,|°
Asi pues,
5(?):37|I:I02I2

Una densidad de flujo de potencia eslaaW/m? significa que

3|H,| =1mw/m’

de donde, suponiendo propagacién en el vag 1207 Q)

H,|=9,4%x10™ A/m
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3.3 Polarizacion de las ondas planas uniformes en régimen senoidal
permanente

Se llamapolarizacionde un campo vectorial @ibo de trayectoriaque describe el
extremo (o afijo) del vector campo instantaneo.

Contra lo que a primera vista pudiera parecer, la polarizacion que presente el campo
electromagnético no es una cuestion de indole puramente teorica, sino que, por el contrario,
presenta un gran interés practico. La razon para ello estriba en que la polarizacién tiene
efectos en la interaccion de una onda con materiales.

Por ejemplo, cuando se trata de captar energia de una onda a frecuencias
radioeléctricas, la polarizacion influira en la eficacia de la antena que se use. De hecho, una
antena puede disefiarse para captar energia de una onda con determinada polarizacion y ser
“ciega” a otro tipo de polarizacion (polarizaciones ortogonales). A su vez, una antena
optimizada para recibir ondas con determinada polarizacion, dara lugar a ondas con ese
mismo tipo de polarizaciéon cuando se use en emision.

En la practica, esto se emplea para “reutilizar” el espectro electromagnético, sin que
sefales a (casi) la misma frecuencia se interfieran mutuamente, gracias a la discriminacién de
polarizacién que efectla la antena receptora. La reutilizacién del espectro se encuentra, por
ejemplo, en los sistemas de difusion de television desde satélites, en que se emiten canales
Cuyos espectros se superponen, sin que se interfieran mutuamente gracias al empleo de
polarizaciones ortogonales.

Por otra parte, el tipo de polarizacién también puede influir en la propagacion cuando
hay inhomogeneidades en el medio (proximidad de la tierra, presencia de la ionosfera...).

3.3.1 Descripcion matemética de la polarizacion

En el apartado 3.2.3 se vio que los campos eléctrico y magnético instantaneos de una
onda plana uniforme son, en todo instante y punto, perpendiculares al vector de propagacion:

~>

[E(F,t)=0 (3.50)

~>

#(r,t)=0 (3.58)

Aunque las propiedades fisicas de los campos no dependen del sistema de
coordenadas en que éstos se representen, el hecho de que sean perpendiculaes a
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comodo utilizar unabase ortogonalconstituida pork y dos vectores unitarigsque
llamaremosg, y €, perpendiculares & :

k® =0
k®, =0

& =0

y perpendiculares entre si:

de tal manera quk&?,él,ézj definan un triedro trirrectangulo positivo:

>

x8 =&,

xe, =k (3.71)
x K e

'SD> D>

Nétese que, como se ilustra en la figura 3.11, existe un grado de libertad en la
definicion de€, y &,: la elecciéon de uno de ellos es arbitraria, siempre que se cumpla la

condicién de perpendicularidad respectk ael otro viene inmediatamente impuesto por la
relacionkxé =€, 0 €, xk = §,.

& &

- K&

k

Fig. 3.11Posibles elecciones de los vectores
unitarios € y &,

El interés de utilizar esta base es que, en ella, por ser perpendiculares en todo
momento a la direccion de propagacid@,y # solo tienen dos componentes: eny en
€,. Asi, por ejemplo

E(F,t) = E, cost -k [ +¢,)& +E_,cos@t -k +¢,)&,  (3.72)
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De esta expresion, se sigue inmediatamente que la trayectoria que describe el afijo de
E(r,t) en un punto dado en funcion del tiempo es una elipse. En efecto, es una relacién

matematica conocida que una elipse en el p¥iopuede expresarse paramétricamente
como
X=X, cosf+a)

dondet es el pardmetro que, al tomar valores reales, da los distintos funigsde la

elipse. Lo anterior también puede expresarse en términos del @ectoro extremo recorre
los puntos de la elipse en funcién del paramet(big. 3.12):

a=x,cosf+a)x+y, cost+p)y

Fig. 3.12Elipse en el planaoXY centrada en el
origen

Comparando esta expresion con la del campo eléctrico (3.72), es evidente que ambas
son formalmente idénticas, con las correspondencias
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Asi pues, el extremo d€ describe en funcion del tiempo una trayectoria elihtca
2 . N A
la que da una vuelta completa cala= —, en el plano determinado pa& y €,,
w

perpendicular a la direccion de propagacion (Fig. 3.13).

Fig. 3.13Elipse de polarizacion del campo eléctrico,
contenida en el plano definido pog y €,

perpendicular ak. El sentido de giro sugerido por
las flechas dependera del desfase entre las
componentes €@, y ené,

Como se deduce facilmente de (3.72), en la base definidd pés y K el fasor del
campo eléctrico se escribe
E(r) = (E, "8 +E,e8, )e " (3.73)

Para poder deducir de una ojeada las caracteristicas de la elipse de polarizacion que
se estudiaran en el apartado siguiente, resulta comodo definir los parametros

E
= Ej (3.74 a)
Ap=¢,-9, (3.74 b)

! Se puede demostrar que, en general, los afijos de los campos en régimen senoidal permanente
siempre describen trayectorias elipticas. En una situacién general de régimen senoidal permanente las
caracteristicas de las elipses pueden variar de un punto a otro; en el caso particular de las ondas
planas, las caracteristicas son las mismas en todo punto del espacio.
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En efecto, la expresién (3.73) puede escribirse sacEglalaﬂ"’1 factor comun

. . E. .0 .
E(r) = EOleJ(pl% + 02 e](¢2 ¢1)e2 % jkm
EOl

gue, definiendo la constante compléfa= Eolej"Jl y utilizando las definiciones (3.74), se
reduce a
E(F)=C (él + pe‘“’éz)e‘jkm (3.75)

A partir de esta Ultima expresion, y utilizando la relacién (3.55) y las propiedades
(3.71) de€, y &,, puede deducirse el fasor campo magnético

H(F) =

S| X

x E(F) =%(é2 — pe*g Je ke (3.76)

Comparando las expresiones (3.75) y (3.76) con las expresiones genéricas para los
fasores campo eléctrico y magnético (3.39) y (3.56) se deduce que, con la base y notacion
adoptadas,

E, =C(g +pe™s,) (3.77 a)

H, = %(é2 - pe™g) (3.77 b)

Refiriéndose a las expresiones de los fasores de los campos (3.75) y (3.76), es de
notar que la informacién sobre la polarizacién no esta en los términos de {¥seque

indican simplemente que se trata de ondas que se propagan en el sentido indiégda por
informacién sobre la polarizacién tampoco esta en la constante multiplidatide las
expresiones (3.77), cuyo cambio supone simplemente modificaciones en la amplitud y en el
origen de tiempos que afectan por igual a todas las componentes de los campos;lasi pues,

informacion sobre polarizacién esta contenida en el facigr+ pe*’&, de la expresion
del fasor campo eléctrico o, alternativamente, en el faégor pe"A"’él de la expresion del
campo magnéticdEn sumaidentificando los parametropy A¢ en las expresiones de los

campos, se pueden deducir las caracteristicas de la elipse de polarigaei@e presentan
en el apartado que sigue.
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3.3.2 Caracteristicas de la elipse de polarizacién

Desde un punto de vista practico, la elipse de polarizacion esta caracterizada no sélo
por sus propiedades geométricas (orientacion y relacion axial), sino también por el sentido
de giro del afijo del campo a su alrededor. En efecto, en un sistema de radiocomunicaciones
interesa cOmo estan orientadas las antenas respecto de la elipse de polarizacién de las ondas
gue reciben; pero una antena puede también captar preferentemente una onda cuyo campo
gire en un sentido determinado, o, alternativamente, se pueden disefiar antenas que generen
ondas con las mismas caracteristicas de la elipse de polarizacion, pero sobre las cuales el
campo “gire” en sentido contrario.

A continuacidn se presentan las expresiones matematicas que describen las
caracteristicas de la elipse de polarizacion. En el caso de las caracteristicas puramente
geomeétricas, las expresiones se dan sin demostrar; el lector interesado puede referirse a
textos de analisis geométrico.

* Qrientacion la orientacién de la elipse es el angulo que el eje mayor forma con una
direccion de referencia. Por ejemplo, si tomamos como tal la que d&figig. 3.14),
mediante consideraciones geométricas se llega a que

1 2E,E,, cosp, - ¢,)
B =—=arctg (3.78)
2 Ec?l - E022
EZ
E

Fig. 3.140rientacion de la elipse de polarizacion

dondeE,,,E,,, ¢, y ¢, se han definido en la expresion (3.72). Utilizando las definiciones
(3.74), la expresion (3.78) puede ponerse de forma mas compacta
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B= %arctgzioﬂ (3.79)

—~-p
Y

Nétese que la orientacion de la elipse que descHbesta girada 90° respecto de la

que describeg (Fig. 3.15), ya queé y # son en todo momento perpendiculares v,
ademas, la relacién entre sus médulos es constante (expresion (3.60)).

P
m
=3

u

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 3.15Elipses de polarizacion del campo eléctrico
y del campo magnético

* Relacion axial es la relacién entre el eje mayor y el eje menor de la elipse. De nuevo,
mediante consideraciones geométricas, se deduce que la relacioR gpu@ide expresarse
como

1
O 20
) ) %_+ 1-4 sen\¢ éb—
‘5‘ A ‘W‘ A O L/ ptp 0
R=__ma& —___max — (3.80)
g # - 2U
min min Sem¢ D
-.11-4 0
g L/ p+pQ g
donde py A¢ han sido definidos en las expresiones (3.74).
Es practica comuan expresar la relacién axial en dB como
R = 20logR (3.81)
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* Sentido de girpes facil determinar el sentido de giro del campo cuando describe la elipse

de polarizacién estudiando el signo de la derivada temporal del adgujoe forma el

campo respecto de una direccién de referencia (Fig. 3.16). En efecto, tal como se ha definido

. " . o . . = .
el sentido positivo d& en la figura 3.16, s%—t >0 el sentido de giro d€ sera contrario

d
al de las agujas del reloj, y en el sentido de éstaaéf—si: 0 . Ahora bien, en vez de estudiar

directamente el signo de la derivada temporaddeesulta mas sencillo determinar el de su
tangente; refiriéndonos a la expresion (3.72) y a la figura 3di3, se expresa facilmente
como

g6 = E,, cos@t—Kk [ +¢,)

E,, cost —k [ +¢,)

Fig. 3.16 Angulo instantdneo que forma el campo
con una direccién de referencia

Ademas, como
dtgd 1 do

dt  cogd dt
iy . dtgd . do
y es positivo, el signo de—— es el mismo que el de—. Esto puede verse
cos’ o dt dt

también a partir de la representacion graficdgi® (Fig. 3.17). En efecto, si recorremos el

0
grafico en el sentido d& creciente %>O), tgd es también siempre creciente
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Atgé

° n/f sti2 _om 6

Fig. 3.17Representacion gréafica (tg o

=]

( dtgo
dt
decreciente.

> 0), mientras que si lo hacemos en el sentidd déecrecientefgd sera siempre

Asi, derivando la expresion dgd y utilizando a continuacion las definiciones (3.74)
se tiene

dtgd _ _E, © senf, —¢,) =—p senA¢
dt E. E,cos(wt—KkI+g,) E,, cos’ (wt -k [F +¢,)

Como p, w y cos (wt — k [F +¢,) son magnitudes positivas, el signog%gt—a

— Yy, por lo tanto, el d(—%—at — depende Unicamente del denA¢ , es decir, del valor de

A¢ . Asi, se tendran las situaciones siguientes:

-n1<A¢ <0. En este caso%tgé >0, luego %5 >0; asi, refiriéendonos a

cualquiera de las figuras entre la figura 3.13 y la figura 3.16, el sentido de giro del
afijo del campo alrededor de la elipse de polarizacién quedara fijado en sentido

antihorario (Fig. 3.18). Es de notar que en esas figuras el vkctoene hacia el

lector, es decir, se esta representando el campo desde la perspectiva de un observador
gue “ve” venir la onda. Obviamente, si la perspectiva del observador fuese la de “ver”
alejarse la onda, el sentido de rotacion del campo seria el opuesto: horario 0 a derechas
(para hacerse una idea, basta mirar la figura 3.18 al trasluz desde el otro lado del
papel).En ingenieria es costumbre, al describir el sentido de giro del campo, hacerlo
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EE E,

Fig. 3.18 Sentido de giro de los campos alrededor de la elipse de polarizacién
cuando —1T<A¢ <0: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la onda

(polarizacion “a derechasy

desde laperspectiva del observador que “ve” alejarse la ohdasi, en este caso,
diremos que la polarizacién e §erechas

O<A¢ <. Ahora%tgé <0y, porlo tanto,%é <0; luego en cualquiera de las

figuras entre la figura 3.13 y la figura 3.16 el sentido de giro del afijo del vector
campo serd horario. De nuevo, utilizando el convenio aceptado en ingenieria, diremos
no obstante que el sentido de giraathorario o a izquierdaspues asi se apreciaria
desde la perspectiva de “ver” alejarse la onda (Fig. 3.19).

Fig. 3.19 Sentido de giro de los campos alrededor de la elipse de polarizacién
cuanddd<A¢ <m: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la onda

(polarizacion “a izquierdas”)

L En los textos de fisica, el convenio suele ser el contrario.
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Para recordar cémo hay que definir el sentido de giro de acuerdo con el convenio de la
ingenieria puede emplearse la siguiente regla mnemotécnica: si se coloca el dedo pulgar de
una mano apuntando en el sentido de propagacion de la onda y se desea que los extremos de
los otros cuatro dedos indiquen el sentido de giro del campo, cuando la polarizacién sea a
derechas la mano que habra que usar serd la derecha, mientras que habra que emplear la
mano izquierda para una polarizacioén con giro a izquierdas.

Como ya se hizo notar en su momento, en el caso que estamos estudiando de ondas
planas uniformes en régimen senoidal permanente, las caracteristicas de la elipse de
polarizacién son las mismas en cualquier punto del espacio (aunque los campos instantaneos
diferiran en general de un punto a otro, excepto sobre los frentes de onda y en frentes de
onda que disterd ).

Ejemplo 3.9 Determinar las caracteristicas de polarizacién de una onda plana
uniforme cuyo campo eléctrico viene dado fiorF E, (X + j§ — j2)e VZ10+2).

Se trata del campo eléctrico ya introducido en le ejemplo 3.3, para el que ya
se comprob6 que corresponde efectivamente a una onda plana uniforme y se

. . ~ 2 . 2.
determiné en el ejemplo 3.4 gle= % +7Z. Para expresar el campo en una

base en la que sélo tenga dos componentes, como la de las expresiones (3.71),
podemos identificar arbitrariament® = X. Efectivamente, aunque ain no

A

conociésemos K  explicitamente, como debe cumplirseE, (k=0 vy

E.=E (X+jy-j2) (ver ejemplo 3.3), se sigue quelk =0. Utilizando la
primera de las relaciones (3.71) se encuentra inmediatamente

N>

ézzlzxél: y-

NI
NI

Asi EC puede escribirse

E,=E,(& +28,) = E,(& +,2¢'2 &)

Comparando esta expresion con (3.77), se identiﬁea\/i, A = g de

donde se deduce que:
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* El angulo de orientacion, respecto de la direccion definidaéper X, de la elipse

gue describe el campo eléctrico BS:E' En este caso, al utilizar la expresion

o : T
(3.79) aparecen en principio dos posibles valores fara saber, 0 yE ya que

cosA¢ =0 y el arcotangente puede valer 0to Para decidir entre ellos basta con

interpretar el numerador del argumento del arcotangente como una ordenada vy el
denominador como una abscisa. Como el denominador es en este caso negativo, ello
indica que el angulo que hay que tomares

* La relacion axial de la elipse de polarizacion es (expresiones (3.80) y (3.81))
R=42 o R, =3dB.

* El sentido de giro del campo alrededor de la elipse de polarizac#irzgsierdas

(O<A¢:g<n).

3.3.3 Casos especiales: polarizacion lineal y polarizacion circular

Los casos particulares de polarizacién que se estudian a continuacion presentan un
doble interés: por un lado, son polarizaciones muy utlizadas en sistemas de
radiocomunicaciones en la practica (por ejemplo, la polarizacién lineal se utiliza para la
radiodifusion en onda media y para la difusion de television en UHF; algunos sistemas de
difusion de television por satélite utilizan polarizacién circular). Por otro lado, una onda con
una polarizacion arbitraria puede ponerse siempre como superposicion de dos ondas con
polarizaciones ortogonales; las polarizaciones lineales vertical y horizontal, asi como las
polarizaciones circulares con sentidos de giro opuestosstituyen bases especialmente
comodas para expresar cualquier polarizacion arbitraria y calcular de manera sencilla
fendmenos de reflexién y refraccion (como se vera en el capitulo 4), de propagacién en
medios anisétropos y en medios no reciprocos, interferencias en sistemas de
radiocomunicaciones, etc.

1 El concepto de ortogonalidad puede generalizarse a vectores que puedan ser complejos. Dos
— %
vectores, en general complej@,y b son ortogonales siltb =0
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Polarizacioén lineal

Una onda posee polarizacion lineal si en la expresidénes (3.75) y (3.76) o (3.77) se da
una de las siguientes condiciones:
p= Oo p=o0
0
Ap=00Ap ==

En cualquiera de esos casos, es facilmente comprobable que la relacidddadal
por la expresion (3.80) se hace infinita, lo que significa que la elipse se reduce a un
segmento.

Por ejemplo, si p=0, entonces, segin las expresiones (3.73) y (3.77 a),
EC =E,e'"g =Cé , y la elipse de polarizacién se reduce a un segmento segin la
direccion de€, (Fig. 3.20 (a)). Si, fuese paralelo a la tierra, se diria que la polarizacion es

horizontal . Sip = «, entonces, de manera anélcEgF E.,e'?& =Cé&, ,y laelipse de

polarizacion se convierte en un segmento en la direcci@ q€ig. 3.20 (b)). Sié, fuese
perpendicular a la tierra, se diria que la polarizacion es vertical.

E,

()11

- Eol k Eol /Ei

(@)

Fig. 3.20Polarizacion lineal cuandg =0 (a); p = o (b)

Si Ap =0 o A¢ =+, segun (3.77 a) se tendi, =C(& + p&,), o bien,
teniendo en cuenta qued * p&, es un vector real perpendicular a la direccion de
propagacion y llamandé a un vector unitario en la direccién de = pé,, E, =C'&, lo

que indica que la elipse de polarizacion se reduce a un segmento en la direc@{Bigde
3.21).
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EZ E2
,,,,,,,,,, B D =
g | z
K E, & ’ E, E
(@) (b)

Fig. 3.21Polarizacion lineal cuandd\¢ =0 (a); A¢ =77 (b).

En cualquier caso, en una onda plana polarizada linealmente las componentes de las
partes uniformes de los campos eléctrico y magnélico, H ., estaran en fase.

Ejemplo 3.10 El campo magnético de una onda plana uniforme es
H(F) = H, (X =+/29) e "2*¥* Determinar el tipo de polarizacion del campo.

Visto el argumento de la exponencial, el vector de onda es el mismo que se
determiné en el ejemplo 3.§, = 2%+ Ty +1TZ; se satisface, pueE,EI:I =0,
por lo que el campo dado corresponde efectivamente al de una onda plana uniforme.
En este caso se tieriéC = Ho(f(—\/i)?): todas las componentes dﬁac
estan en fase, por lo que la polarizacién es lineal. La direccion de la polarizacion de
H viene definida por el vector unitario

. _ X=29 _%-+29 _+3 6
%-v29 V3 3~ 3

El campo eléctrico estara a su vez polarizado en la direccién perpendicular
dada por

ée:éhxlz: 3)1_@9 f(+i9+}2 :_£§(_£9+§2
3 3 2 2 2 6 6 6
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Polarizacion circular

Una onda esta polarizada circularmente si en las expresiones (3.75) y (3.76) o (3.77)
de los fasores que la representan se encuentra

p=1
y simultaneamente
AP ==71/2

En esas condiciones la relacion axial de la elipse de polarizacién, dada por la
expresion (3.80), se hade =1, lo que significa que, al ser sus dos ejes iguales, la elipse se
ha reducido a una circunferencia. Cabe distinguir dos casos de polarizacién circular; en
efecto, ateniéndonos a la discusién sobre el sentido de giro del campo alrededor de la elipse
de polarizacion desarrollada en el apartado 3.3.2, resultara d\@,=sit/ 2, estamos en el

caso de quéd <A¢ <1, y, por lo tanto, hablaremos gelarizacion circular a izquierdas

(Fig. 3.22). La parte uniforme del fasor campo eléctrico vendra dado, particularizando la
expresion (3.77 a), por

(a) (b)
Fig. 3.22Polarizacion circular a izquierdas: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la
onda

De manera completamente andloga,/sp =-71/2, la onda estargolarizada
circularmente a derechd§ig. 3.23) y la parte uniforme del fasor campo eléctrico sera

E.=C(&- &)
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(a) (b)
Fig. 3.23Polarizacion circular a derechas: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la
onda

Ya se indicé anteriormente, al hablar de la polarizacion de las ondas planas
uniformes en general, que toda la informacién sobre la polarizacion esta contem:igla en
asi,lo que caracteriza una polarizacién circular es la posibilidad de escrﬁﬁircomo un
vector proporcional a € * jé,.

Segun se discutié al principio de la seccion, en el estudio de ciertas situaciones de
interés practico puede resultar conveniente expresar una onda plana uniforme con una
polarizacién arbitraria como superposicién de dos ondas con polarizaciones ortdgonales
por ejemplo, como superposicion de dos ondas polarizadas linealmente segin direcciones
perpendiculares, o de dos ondas polarizadas circularmente con sentidos de giro del campo
opuestos. La posibilidad de la descomposicién en dos polarizaciones lineales ortogonales es
obvia a partir de la expresion

E(f)=C (él + pejA"’éz)e‘ij
que no es mas que la suma de una onda plana uniforme polarizada linealmené:segun
E,(F)=Cé e *

y de una onda plana uniforme polarizada segjin

! Atendiendo a la definicion de ortogonalidad de la nota al pie de la pagina 253, los vectores reales

y &, son ortogonales, y también los son los vectéjesjé, y & - jé,.
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E,(r) =C pette, e

Existen elementos que permiten seleccionar la componente de la onda en una
direccién dada; tales elementos, cuyo principio de funcionamiento, que no sera detallado
aqui, puede variar segun la frecuencia de utilizaciéon, se llaman polarizadores, y la funcién

que realizan se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.11 Un polarizador es un elemento utilizado para cancelar una de las dos
componentes en que podemos descomponer los campos de una onda plana que lo
atraviese, de manera que, a su salida, siempre se tendra una polarizacion lineal. La
Unica caracteristica que debemos conocer del polarizador, a fin de averiguar cémo
sera la onda transmitida, es la orientacion de su eje respecto a la direccion de

polarizacién de la onda incidente.

Considérese el esquema mostrado en la figura 3.24. La onda que llega al
polarizador tiene una polarizacién arbitraria, de manera que, segun los ejes elegidos,
podremos expresar el campo eléctrico en la forma:

=y _ o 189 o) - ikz
E(F) = Eg(X+ pe™ y)e

Ay S

N eje del polarizador

Fig. 3.24 Analisis del campo resultante tras atravesar un polarizador

El eje del polarizador representa la direccion permitida de paso, de forma
gue cualquier otra componente de campo serd atenuada o reflejada. Segun el

esquema esa direccion es
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§= Xcogy+ yseny
Y el campo eléctrico de la onda transmitida resulta:

E(F) = (E(F)[3) = E, (cosy + pe*’ semy js&*

Para comprobar que el campo también se puede poner como superposicién de ondas
polarizadas circularmente en sentidos opuestos, utilizaremos la observacion anterior de que
lo que caracteriza la expresibn de una onda plana polarizada circularmente es su

proporcionalidad a un vector complejo de la for@at j€,, donde€ y €, son vectores

reales del mismo médulo y perpendiculares entre si. Asi, notaremos que eléyquiede
escribirse como

n A 1. n
(el+Jez)+§(el—Je2)

N

el =
y, analogamente

N A R 1./ A
8 = J(el-Jez)-EJ(eﬁJez)

N

Sustituyendo estas expresiones en (3.75) se tiene

— ik

— / DL ~ VN 1 ~ N 1 iA A~ N 1 iA ~ N |:|
E(f)=C +j8,)+=(6 - &) - j=-pe (@ +&)+j=pe(é-

() E(el 18)+ (& ~18) 15 pe™ (& +1&) + - pe™(§ Jez)g
de donde, agrupando términos, se llega a

E(F) = ¢

= - ipe)@ + &) T + (14 e )(§ - & )e K

gue no es mas que la superposicion de una onda polarizada circularmente a izquierdas:
= o\ C . A ~ . A _J'Rm
B (r) =2 - 1pe™)E *]&)e

como lo indica el factoré + j&, y, como lo muestra el factéy— j&,, de una onda
polarizada circularmente a derechas

ED (r)= c

@+ ipe)(& - | &,)e "

gue es la posibilidad que se queria hacer patente.
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Ejemplo 3.12 Descomponer una onda plana uniforme cuyo campo eléctrico es
E=E, (X+ j§- j2)e”V¥* en dos ondas polarizadas circularmente en sentidos
opuestos.

Este campo ya fue tratado en el ejemplo 3.9, donde se discuti6 que una
posible eleccion de vectores unitarios perpendiculares a la direccion de propagacion

AA\/E\/_

es € =X, 6 :— ——2Z. Asimismo se determiné que, con esta eleccion,

p= \/_ A¢ =—. Asi pues, la onda plana del enunciado puede ponerse como

superposicion de una onda plana polarizada circularmente a izquierdas cuyo campo
eléctrico sera

E,(F) (1+\/_)(x+]£y_1\/_z)ean(y+z)

y de una onda plana polarizada circularmente a derechas, con campo eléctrico

Ep (1) = %(1‘\/5)(X— J£ g+ j= V2 5 € iNan(y+2)

3.4 Propagacion de ondas planas uniformes en medios con pérdidas

En lo visto hasta ahora, figura la suposicion implicita de que los medios en que se
propagan las ondas electromagnéticas no presentan pérdidas: la amplitud de las ondas planas
uniformes que se han analizado no sufria disminuciéon alguna a medida que la onda se
propagaba. Esto es una suposicion excelente en el caso de propagacion en el vacio, pero
puede dejar de serlo en medios materiales. En lo que sigue discutiremos desde un punto de
vista macroscopico el origen de las pérdidas en medios materiales y analizaremos el efecto
de esas pérdidas en la propagacion de ondas planas uniformes.

3.4.1 Permitividad y permeabilidad complejas

Hasta ahora, al considerar la relacién entre los campos instant@{€o y

é(f,t) por una parte, ﬂ(r,t) y é(f,t) por otra, en un medio isétropo lineal, se ha
supuesto una relacion de proporcionalidad
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NI
I

EE
U#

(3.4)

0,
I

Sin embargo, ésa no es la relaciéon lineal mas general que se pueda suponer. En
efecto, en la teoria de sistemas lineales, una relacion lineal entre una magnitud “de entrada”
y una magnitud “de salida” no se reducg(®) = k x(t) , sino que viene dada (Fig. 3.25) por

y(t) = I_Z h(t - 7)x(r)dt

X(t) o ﬂ = I_Z h(t - 7)x(r)dr

Fig. 3.25Relacion entre la salida y la entrada de un
sistema lineal invariante con el tiempo de respuesta
impulsional h(t)

Asi, la relacion lineal mas general enféf ,t) y E(F,t) es
D(F 1) = J'_°° h, (F,t-7)E(F,7)dT (3.82)

donde h, (F',t) es la respuesta impulsional que relaciona en el tiempo la “resplféaal’a

entradag en el puntor . La respuesta impulsional pone de manifiesto que el medio, de

cuya interaccion con el camp§ da una representacion macroscoépica, no responde, en
general, instantdneamente a una excitacion; si lo hiciera, la respuesta impulsional tomaria la

forma particular h,(',t) =&(r')d(t) y encontrariamos la relacién manejada hasta ahora
D(F,t) =€£(T,1).

Si suponemos ahora que estamos en régimen senoidal permanente, podemos denotar
a los fasores correspondientes [ﬁﬂrf,w) y E(F,w) , donde la frecuencia anguler se ha

indicado explicitamente para facilitar la discusién. La relacién (3.82) entre campos
instantaneos implica que los fasores, que contienen la informacion de los campos variables
con frecuenciaw, se relacionan mediante

D(F,w) = &(F,w) E(F,w)
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donde&(r,w) es la transformada de Fourier Ag(T, 1)
e(F,w) = f h, (F,t)e i dt
y, por lo tanto, una magnitud en general compleja, aufg(ig t) es real.

El hecho de que(i',w) sea complejo indica que existe un desfase €&, w)

y E(F,w) , que es la manifestacion, a nivel macroscopico, de un intercambio de energia entre

el campo y la materia a nivel microscopico. En medios materiales en equilibrio térmico, o
proximos a él la parte imaginaria de es negativa, por lo que, cuando interesa resaltar
explicitamente el caracter complejo de la permitividad, suele escribirse

e(frw)=¢/(rw) - j&'(r,w)

donde, tantcg; como €' son positivos. En ese caso, como se vera en el proximo apartado,

la interaccion del campo con el medio resulta en cesion de energia del campo a la materia, y
se dice que el medio presenta pérdidas.

De manera similar podria razonarse que en la relacion entre los fﬁ((frgs)
yH(F,w), B(f,w)=uF,w)H(,w), u{f,w) puede ser, en general, complejo.
Habitualmente, su parte imaginaria sera también negativa, por lo que suele escribirse

p(r,w) = p'(r,w) - ju'(r,w)
con u' y U" positivos; de nuevo, esta situacion da lugar a pérdidas de energia del campo

electromagnético.

Otra causa de peérdidas, que puede tratarse como una contribucion a la parte
imaginaria negativa de la permitividad eléctrica, es la conductividad del medio con el que
interactie el campo. En efecto, consideremos de nuevo la ley de Ampére-Maxwell en
régimen senoidal permanente en un medio lineal:

OxH=J+ jweE

! Suministrando energia a ciertos materiales, puede conseguirsg gue’ se hagan negativos; en

esas condiciones puede llegarse a situaciones en que sea el medio el que ceda energia al campo. Se
habla entonces de unedio activoEse es el fundamento de los dispositivos laser.
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Si en el medio no hay fuentes independientes, pero presenta una conductividad
finita, la densidad de corriente y el campo eléctrico estaran relacionados por la ley de Ohm

J=0E
Sustituyendo esta Ultima expresion de la densidad de corriente en la ley de Ampeére-

Maxwell, tendremos
OxH=0E+ jweE

Sacando factor comirjw en el término de la derecha, la expresion anterior se

escribe
OxH = waE— jgﬁ
O W]

Comparando esta Ultima expresion con la de la ley de Ampére-Maxwell en un medio
lineal de conductividad nula:

OxH =jweE
es obvio que el efecto de la conductividad es funcionalmente el mismo que el de dar lugar a

. o o _. . . .
una parte imaginaria de valer—. Si ademas consideramos explicitamente gupueda
w

tener una parte imaginaria debida al tiempo de respuesta finito de la polarizacién, la ley de
Ampére-Maxwell se escribira

_ + .n
OxH :jw&;_jw&
O w [0
O bien, definiendo

=g (3.83 a)
=% e (3.83 b)

w

la ley de Ampére-Maxwell termina escribiéndose
OxH =jw(e' - je")E (3.84)

donde es obvia la contribucién de la conductividadh una parte imaginaria negativa &e
efectiva.
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3.4.2 Ondas planas uniformes en un medio con pérdidas

En el apartado anterior se razond que los parametros constitutivos — permitividad
eléctrica y permeabilidad magnética — de un medio lineal que aparecen en las ecuaciones de
Maxwell en régimen senoidal permanente pueden ser complejos. Se adelanté ademas que,
cuando la parte imaginaria de esos parametros es negativa, eso traduce desde un punto de
vista macroscopico mecanismos de pérdidas del medio por los cuales el campo
electromagnético cede energia a la materia. En lo que sigue vamos a ilustrar los efectos de
estas pérdidas a partir del analisis del caso particular, pero suficientemente importante por si
mismo, de la propagacion de ondas planas en un medio lineal y homogéneo que las presente.

Desde el punto de vista matematico el estudio se hace muy sencillo si notamos que,
al escribir las ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente en una region
desprovista de fuentes independientes:

OxE=-jowuH
OE=0
OH =0
OxH = jweE

la forma matematica es la misma tant&Esy U son reales como complejos. Por lo tanto,

campos de la forma de los que corresponden a ondas planas uniformes como las estudiadas
en el apartado 3.2:

m
—~~
=i
p ——
11
(DI
=
=

o

X

m

(DI
=1
=]

o

I,
—~
=l
N
I
S| x> M

siguen siendo solucién de las ecuaciones de Maxwell, sin mas que tener en cuenta que las
constantes y U que aparecen en la definicion del nimero de onda:

k = co\/Le

y en la de la impedancia intrinseca del medio:
_ U

r’ = —_

£

son, en general complejas.
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Aunqgue la solucién sea formalmente idéntica a la considerada hasta ahora para la
onda plana uniforme, en q@ey U habian sido tomados como reales, el hecho de que estos

parametros tomen valores complejos tiene consecuencias fisicas que se discuten a
continuacion. Para simplificar mateméticamente la discusion, pero sin que ello suponga
pérdida alguna de generalidad, supondremos propagacion en el senfide dmn lo que

k =kZ — y que las pérdidas del medio s6lo se manifiestan en una permitividad eléctrica

complejag =¢' - je" con€' y €" positivos. Asi, tendremos

donde ahor&k es complejo por serle . En efecto, en la figura 3.26 se ilustra de manera
cualitativa la relacion entre una permitividad eléctrica compleja de parte imaginaria negativa

Im[[!
Re[l!
4 :
e=¢g-je

Fig. 3.26 Relacion entre un valor
complejo de permitividad, de parte
imaginaria negativa, y su raiz
cuadrada

y Su raiz cuadrada: el resultado que hay que tener en cuenta es que la raiz cuadrada también
tiene parte imaginaria negativa, por lo que se podra poner

k:a)\/ﬁ:wwluie'—je"izﬁ—ja (3.85)

donde B!y a son constantes positivas en el caso comin degjusea positivo. De
manera cuantitativa, teniendo en cuenta que

1 A pesar de utilizar el mismo simbolo, esta constght@mo debe confundirse con el 4ngulo de
orientacién de la elipse de polarizacién definido en el apartado 3.3.2.
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k* =

=w’ule-je")=(B - ja)

se llega, igualando partes reales e imaginarias, al par de ecuaciones

wzlug.: '32 —a?

w’uE" =2Ba
de las cuales se despeja

/12
_ ,§1+tg25]“2 18
B = wy ue - 5 O

(3.86 a)
E
/12
1+tg?o[ -1 .
a= w,/us'g g 5] % x signge”) (3.86 b)
E 2 B
donde se ha utilizado la llamatdmgente de pérdidague se define como
6"
t95 =—
£
Nétese que- O es la fase de la permitividad compleja €' — je" (Fig. 3.26).
Asi, los fasores campo eléctrico y campo magnético podran escribirse
E(F) = E,e "% iF* (3.87 a)
H(F) = H e "% #* (3.87 b)
D
con H, =—xE_y E_ un vector uniforme.
n

El factor e % en la expresion de los campos indica que la onda se propaga en el
sentido deZ con una velocidad de fase (ver los razonamientos efectuados al final del
apartado 3.2.3)

w

B

Vp:

Por esta razér3 se suele llamaconstante de propagaciésus unidades son las mismas

que las del nimero de ondg o0 sea,m™, aunque para distinguir que es la parte real del
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namero de onda complejo y que, por lo tanto, pone de manifiesto el desfase propio de la
propagacién, a menudo se le asignan unidademden™, donde hay que recordar que el
radian (ad ) es una unidad adimensional.

Asimismo, el factore™®? expresa la atenuacion que la onda experimenta a medida
que progresa seg(h, razén por la cualr recibe el nombre deonstante de atenuacipsus
unidades son también de™, aunque a menudo, para distinguirla de la constante de
propagacion, se le asignan unidadesnéperm™, donde el neper es, como el radian, una
unidad adimensional.

De nuevo, aunque toda la informacion sobre los campos en régimen senoidal
permanente estd contenida en los fasores, puede resultar instructivo efectuar una
representacion grafica de una componente arbitraria de un campo instantaneo para asimilar
mejor la situacion fisica. La expresion de dicha componente sera

E =E,e“coswt-Bz+¢))

donde todas las magnitudes que aparecen son reales,yo y [ son positivos. La

representacion gréfica aparece en la figura 3.27, donde se observa que, a medida que un
frente de onda (un punto de la forma de onda, correspondiente a una fase determinada, en la
representacion bidimensional de la figura) progresa, la amplitud del campo disminuye; la

Fig. 3.27Representacion gréfica, en dos instantes sucesivos, de
una componente del campo eléctrico instantdneo de una onda
plana uniforme que se propaga en un medio con pérdidas
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distancia entre puntos sucesivos a lo largo de la direccion de propagacion con la misma fase
sera

mientras que la amplitud de la onda disminuye coen¥ .

Es evidente, a partir de las expresiones (3.87), que

E(z+a z)|2 - |E(z)|2e-2“ < |I§(z)|2

-2
y que |H| obedece a una relacién idéntica. Por lo tanto, si calculamos el vector de

— —|2 -2
Poynting P, que es proporcional |:E| y a |H| en un plano arbitrario correspondiente a

una z dada, y en un plandz mas alla en la direccion de l&s crecientes (Fig. 3.28), su
maodulo serd menor en el plazor A z:

P(z+A2)<P(2)

mddulodel vector
| de Poynting:
modulodel vector | P(z+A2)<P(2)

dePoynting: P(2) ‘Z

Fig. 3.28Disipacion de potencia en una onda electromagnética que se
propaga en un medio con pérdidas: el modulo del vector de Poynting
disminuye a medida que la onda se propaga
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El principio de conservacion de la energia indica, pues, que ha pasado energia de la
onda al medio. Se dice que el medio presenta pérdidas y que disipa potencia (del campo
electromagnético). La onda va perdiendo la potencia que transporta a medida que se propaga.

3.4.3 Casos limite:buen dieléctricoy buen conductor

En el apartado anterior se consideré el caso de una onda plana que se propagaba en
un medio genérico con pérdidas, y se encontraron las expresiones generales — con la
limitacion de que las pérdidas se manifiesten a través de una permitividad compleja — para la
constante de propagacidi y la constante de atenuacién La constante de propagacion

define la longitud de onda y la de atenuacién el decrecimiento de la amplitud de las
componentes de los campos a medida que la onda se propaga.

Resulta interesante encontrar expresiones aproximadas para la longitud de onda y la
constante de atenuacion para dos casos limite que se encuentran a menudo en situaciones de
interés practico.

La expresion (3.86 b) indica que, cuanto menor sea la tangente de pérdidas de un
medio, menor serd la atenuacién que experimente una onda que se propague por él y, por lo
tanto, menor la pérdida de la potencia que la onda transporta. Asi pues, cuando se estén
disefiando sistemas en los que una onda deba propagarse por un medio material, sera
conveniente que éste presente una pequefia tangente de pérdidas. Se dice que un medio es un
buen dieléctricacuando se da la condicion

n

£
tgd = —<<1 (3.88)
£
Un valor tipico de la tangente de pérdidas de un dieléctrico utilizado en la préctica,

por ejemplo, en la construccién de circuitos de microondas, puedgder10™. Si se

cumple la condicion (3.88), las expresiones (3.86) admiten las siguientes aproximaciones
mediante un desarrollo en serie de Taylor limitado al orden més bajo distinto de 0 y no nulo:

1 0
=k'd+=tg?d 3.89
B % 519°0g (3.89 a)
1,
~ Ek tgod (3.89 b)

donde se ha definidik' = w,/ue' . Asimismo, la impedancia intrinseca del medio podra
aproximarse por

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



270 Campos electromagnéticos

:E:’ +§t25D 'lt 5D
n \/: ’7%89 H‘JZQE

donden' = ‘/ﬂ, . En la practica se toma el valor dado por la expresion (3.89 b) para calcular
£

la atenuacion, mientras que la constante de propagacion y la impedancia intrinseca se
aproximan por
B=k (3.90)
y I
n=n

Es de notar que en el buen dieléctrico, segun las expresiones (3.89 b) y (3.90),
a << 3, lo que desde el punto de vista practico significa que la onda debe propagarse a lo
largo de muchas longitudes de onda para que la atenuacién sea apreciable (Fig. 3.29).

A

=0z

Fig. 3.29 Propagacion de una onda plana uniforme en un buen
dieléctrico: la atenuacion es pequefa en el espacio de una longitud de
onda

En la practica a menudo las ondas interactian con buenos conductores (por ejemplo,
en guias de onda, como se verd en el capitulo 5, o en una antena). Atendiendo a las
expresiones (3.83), se definira hnen conductocomo un medio en el que el efecto de la
conductividad es predominante frente a la constante dieléctrica, o, lo que es lo mismo, en el
gue la corriente a que da lugar el campo eléctrico, segun la ley de Ohm, es mucho mayor que
la corriente de desplazamiento. Formalmente esto se traduce en que
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o> ueg
0, simplemente,
o >> we/, e (3.91)

Nétese que el comportamiento de un medio como un buen conductor depende de la
frecuencia de la trabajo. La expresion anterior supone que en la expresion de la ley de
Ampére-Maxwell para un medio con pérdidas (3.84) la permitividad compleja’ — j&"
podra aproximarse por

. g
E=—]—
w
Asi, el nimero de onda complejo sera
o[ _1-]
k= e =~ |ut jZH=221 (3.92)
0 wd 9,

donde 5p es una constante con unidades de longitud que recibe le homiwefuledidad
de penetraciénElaborando la expresién anterior se deduce facilmente Iépde

5 =L (3.93)

> Jmuo f

donde i es la permeabilidad magnética del mediosu conductividad yf la frecuencia.
Identificando en el término de la derecha de (3®3) [, segln (3.85), se obtiene

1- .
5—12,8—1(]
p
de donde
1
B=—
59
1
a=—
f6)

La expresion anterior d&x muestra que la profundidad de penetraci(‘ip
representa la distancia sobre la que la amplitud de los campos de una onda plana que se
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propaga en un buen conductor se reduce en un factrmismo tiempo, la expresion ¢&
indica que la longitud de onda es

Esta situacion se muestra graficamente en la figura 3.30, y las magnitudes tipicas de la
profundidad de penetracién en un conductor real se ilustran mediante el ejemplo siguiente.

A

v

Fig. 3.30Propagacion de una onda plana uniforme en un buen
conductor. Las constantes de propagacion y de atenuacidon son
iguales

Ejemplo 3.13.Profundidad de penetracion en el cobre.

El cobre presenta una conductividad de=5.8x10" S/m, y es un
material diamagnético, por lo que, con buena aproximagiGnll,. Sustituyendo
los valores anteriores en la expresion (3.93), se obtiene para el cobre

1o) :@mm

T

donde la frecuencia debe expresarse Hn. Asi, para f =50Hzse encuentra
0, =9,35mm, mientras que pard =500MHz la profundidad de penetracion se

ha reducido &, = 2,96 um. Esta es la razén por la que, en muchas aplicaciones

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



3 Ondas planas uniformes 273

de radiofrecuencia puede suponerse, por lo menos en primera aproximacion, que los
campos en el interior de un buen conductor son despreciables.

Resulta interesante también examinar a qué frecuencia dejaria de cumplirse
en el cobre la condicién (3.91). Para ello impondremos la iguadtdadwe vy

supondremos que& = &,. Despejando la frecuencia se encuentra que la igualdad

anterior se daria par =10'®*Hz que es una frecuencia correspondiente a rayos X.

Hay que tomar este calculo con precaucion, porque, conforme la frecuencia aumenta,

apareceran fenémenos que haran que los valores considerados para la conductividad
y la permitividad se aparten de los que se han tomado para el calculo. Sin embargo,

el calculo es ilustrativo de que puede esperarse que el cobre se comporte como un
buen conductor hasta frecuencias muy altas.

También es interesante comparar la profundidad de penetrégi()y\ la
longitud de onda en el conductdlﬂJpcon la longitud de onda a la misma
frecuencia en el aire. Tomando la frecuencicb®MHz, encontramos que en el
aire A =60cm>>9 . TomandoA como medida representativa de las distancias

sobre las que el campo varia de manera apreciable en el aire, resulta razonable pensar
gue, cuando una onda procedente del aire interactie con la superficie de un buen

conductor, éste podra considerarse, si se da la conohdmép, como localmente
plano.

Si calculamos la impedancia intrinseca del buen conductor, encontramos que, puesto

_ M| M .
n—£~,/1 S AR Q

donde el parametr&, con unidades d€ , se llama resistencia superficial, o resistencia de

un cuadrado de superficie. De la expresion anterior, y atendiendo a la definicion de la
profundidad de penetraciéﬁlp, resulta que

o
quege=-—j—,
w

0, teniendo en cuenta la expresion (3.93ﬁge
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r = |0 (3.94)

Asi, la impedancia intrinseca en un buen conductor tiene una parte imaginaria igual a
la parte real; ambas son menores cuando la conductividad es mayor y crecen con la

frecuencia comq/T.

El significado de la resistencia superficial puede ilustrarse considerando una onda
plana uniforme que se propaga hacia el interior de un conductor, perpendicularmente a su
superficie. El sistema de coordenadas se toma de manera que el origen de coordenadas esté
en la superficie y el ejeZ sea perpendicular a la misma (Fig. 3.31); la onda se supone
polarizada linealmente, de manera que el campo eléctrico sea

z

= -j=

E=Ee e X

/ondéi/aue
" se propaga

Fig. 3.31 llustracion del significado de la impedancia superficial

La densidad de corriente sera entonces

z

= =

J=0E=0Ee e % (3.95)

Consideremos un cuadrado de ladosobre la superficie del conductor, como se
representa en la figura 3.31, con dos de sus lados, los numerados en la figura como 1y 2,
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perpendiculares al ejeX . Como el campo magnético es perpendicular a la direccion de
propagacion, segun la ley de Faraday tendremos

fcémfz—jwujsﬁ (=0

siempre que C sea un contorno contenido en un plano perpendicular a la direccién de
propagacion en efectoS puede ser cualquier superficie limitada por ese contorno y si, en
particular, elegimos la superficie contenida en el plano perpendicular a la direccion de

propagaciéon, vemos inmediatamente que el flujo lde debe ser nulo. Pero que
fCE [dl =0, es equivalente a que la circulacion HBeentre dos puntos cualesquiera sea
independiente del camino elegido, lo cual implica que es posible definir, en un plano

perpendicular a la direccién de propagacion, una “diferencia de potencial “* de manera no
ambigua. En particular, podemos calcular esa tension entre los lados 1y 2 de la figura 3.31 a

partir de la expresion de paraz=0:
Vi, =f|§(z=0) ol = E,a

Consideremos ahora la superficie constituida por una tira de anahyrngitud
infinita, que se extienda hacia el interior del conductor desde su superficie,
perpendicularmente a ella y esté limitada en ésta por el lado 1 (Fig. 3.31). Si calculamos la
corrientel que la atraviesa, tendremos

I :Isj NS :I: J’t“aj [dydzX = aI:jEf(dz

donde y, es la coordenady del extremo izquierdo del lado 1. Teniendo en cuenta la
expresion (3.95) de la densidad de corriente, se encuentra que la expresion anterior da para la
corriente

E,a

RA+])

Esta corriente es la que atraviesa el lado 1 del cuadrado “por debajo” de la superficie,
y, al no depender d&, es obviamente la misma que atraviesa por debajo el lado 2 o
cualquier linea que una el lado 3 del cuadrado al lado 4. Podemos, pues, decir que ésta es la
corriente que atraviesa el cuadrado por debajo de su superficie. Teniendo en cuenta, ademas,

que hemos calculado que la tension entre el lado 1y el lado 2 del cuad¥gdeds,a, la
expresion anterior puede ponerse como
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!

Interpretando que el cuadrado es un elemento “accesible” desde su superficie, y que
| es la corriente que lo atraviesa en el sentido del lado 1 al lado 2 cuando se le aplica en su
superficie una tension entre esos ladfs, puede llamarse impedancia del cuadrado de
superficie (o impedancia superficial) a la magnitud

Z,= 42 =+ R

gue coincide con la impedancia intrinseca del medio. A la parte real de dicha impedancia se
le llama, por razones obvias, resistencia del cuadrado de superficie o resistencia superficial.

De nuevo, la resistencia superficial no es una magnitud que posea un interés
puramente tedérico. Cuando se calcula la constante de atenuacién debida a las pérdidas en los
conductores en lineas de transmisioén, o en guias de onda reales, se encuentran expresiones
gue dependen de la geometria de la seccién recta de la linea de transmision o guia, en las que
la resistencia superficial es un parametro que aparece como una constante de
proporcionalidad. Cuanto “mejor” es un conductor (mayor su conductivddadnenor es
su resistencia superficial, como lo indica la expresion (3.94). En el ejemplo siguiente se
ilustra la evolucion de la resistencia superficial del cobre en funcién de la frecuencia.

Ejemplo 3.14.Célculo de la resistencia superficial en el cobre.

Tomando los datos para el cobre del ejemplo 3.13 y utilizando la expresién
(3.94), se encuentra que T0Hzla resistencia superficial eR, =18x10°Q,

mientras que &00MHzes R, =5,82x10°Q, ya que la resistencia superficial

crece como\/T .
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PROBLEMAS — CAPITULO 3

1. Una onda electromagnética plana uniforme se propaga en el vacio con un campo eléctrico dado por
E=E,(%+] ).

a) ¢ En qué direccién y sentido se propaga la onda?

b) ¢ Cudl es su frecuencia?

¢) ¢ Qué tipo de polarizacién tiene?

d)SiE, =1 uV /m, calcular la potencia media que la onda transporta por unidad de superficie.

2. El campo eléctrico de una onda que se propaga en el vacio es
e= 2Lz i V2 i)y ivagerrtors)

con E, real. Determinar:
a) La frecuencia de la onda.
b) La direccion de propagacion.
c) El tipo de polarizacion.
d) Las expresiones de los campos eléctrico y magnético instantaneos.
e) Si la onda transporta una densidad de flujo de potencia medi@0géN /m?*, ¢cuanto vale

E,?

3. Una onda plana uniforme de frecuenria
f =3GHz, polarizada linealmente, <

propaga en el vacio en una direccion cu

. 1 1
cosenos directores sonl ZE’ m=—,

2
/2

n =7. Determinar los campos eléctrico

magnético instantdneos en cualquier punto X
espacio sabiendo que en= , =0 el
campo eléctrico instantaneo vale

y su médulo es maximo.
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4. Una onda plan uniforme de frecuencia
600MHz, polarizada circularmente a

derechas, se propaga en el vacio en una
direccidn y sentido tales que el vector de

onda forma angulos de 45°, 60° y 60° con

los sentidos positivos de los ejes, Y y

Z respectivamente. La onda transporta

una densidad de flujo de potencia media

de 100uW/m?. En el instantet = Qen
el origen de coordenadas el campo

magnético esta contenido en el plano
z=0 y forma un angulo agudo con el

sentido positivo del ejeX .
a) Determinar el vector de onda.
b) Determinar el vector unitario en la direccion y sentido del campo magnétice ery en @l
origen de coordenadas.
c) Determinar la expresién del campo magnétito

d) Determinar la expresién del campo eléctriéo

5. Una onda plana uniforme de frecuencia=900MHz se propaga en el vacio. Los ejes de
coordenadas se han tomado de tal manera que la onda se propaga en el sentido positXo Hal eje
onda esta polarizada elipticamente a derechad.=£n, z=00 el campo eléctrico instantaneo vale
1XV/m, y su médulo es maximo. La onda transporta una densidad media de flujo de potencia de

2mwW/m?.

a) Encontrar las expresiones de los fasdtey H .

b) ¢ Cual es el menar> para el cual el campo eléctrico instantdne@en esta contenido
en la direcciony ?

¢) ¢ Cuénto vale la relacion axial de la elipse de polarizacion?

6. Dos ondas planas uniformes de igual
amplitud y frecuencia se propagan en el vacio
en el sentido positivo del ej& . Ambas estan

polarizadas circularmente, una de ellas a
derechas y la otra a izquierdas. EI campo
eléctrico instantaneo de la onda polarizada a
derechas en = 0 vy t=0 es

ég(F =0,t =0) = E,Xx, mientras que para la
onda polarizada a izquierdas se tiene
£ (F=0t=0)=-E,.

a) Escribir las expresiones de los fasotesy H de las dos ondas.
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b)

<)
d)

e)

7. El campo eléctrico de una onda plana uniforme
es de la formeE = E,e**§, conk el nimero de

Describir el tipo de polarizacidn de la onda resultante de la superposicion de las dos
anteriores.

Hallar la densidad de potencia media que transporta la onda resultante.

Obtener la fuerza electromotriz inducida en una espira cuadrada, deadadentrada

en el origen de coordenadas y situada en el plan®, con sus lados paralelos a los
ejesX y Z.

Encontrar el minimo valor de la frecuencia de la onda para el cual la fuerza
electromotriz inducida en la espira del apartado anterior es maxita en 0

onda yE, en general un escalar complejo. L 1em

a)

b)
<)

d)

e)

¢, Cual es la direccion y sentido de I
propagacion de la onda? v
¢, Cudl es la polarizacién de la onda? l

¢, Cudl es el campo magnético de la

onda? X

Si la frecuencia de la onda es

f =300MHzy transporta una densidad de flujo de potenci®,d88nW/m?, calcular

k y E, (suponer que se ha tomado el origen de tiempos de tal manera qaepara 0O
z=0 el campo eléctrico es maximo y dirigido seggin

Calcular el fasor de la fuerza electromotriz inducida en una espira cuadrada de 1 cm de
lado situada como se indica en la figura.

v

8. El campo magnético de una onda plana uniforme que se porpaga en el vacio es

H(F) = %[(u j)x+ jﬁei"’42] ek

[o]

dondeE, es una constante reahy la impedancia intrinseca del vacio
a) Determinar la direccién y sentido de propagacién de la onda. Si la frecuerddzHes

¢cuanto valen la longitud de onday el nimero de ondk ?

b) Escribir la expresion del campo eléctrico.
c) Determinar el tipo de polarizacion y el sentido de giro de los campos.
d) Escribir la expresién del vector de Poynting.

9. El campo magnético instantdneo de una onda plana uniforme que se propaga en el aire es

con H, real.

- 2, W2, 1
#(r,t) = HOng_Ty%er%"t_E()ﬁ y+ﬁz)§A/m
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b)

<)
d)

e)

Escribir el fasor campo magnétide(r) .

Determinar el vector unitaritt que indica la direccion y sentido de propagacién de la
onda. Comprobar que, en efecto, el campo magnético dado corresponde a una onda
plana uniforme.

Determinar la frecuencia de la onda.

Determinar el fasor del campo eléctrico.

Si H, =2,30x10"° A/m, calcular la densidad de flujo de potencia asociada a la onda.

10. Una onda atraviesa dos polarizadores dispuestos perpendicularmente a la direccion de
propagacion, con orientaciones arbitrarias y, en general, distintas en cada uno de ellos. La onda
incidente esta polarizada linealmente. Explicar si el orden de los polarizadores es importante

a) para determinar la direccion de polarizacién del campo de la onda que emerge del

segundo polarizador;

b) para determinar la densidad de flujo de potencia que transporta la onda emergente.
Responder a las misma preguntas (preguntas c) y d)) para el caso en que la onda incidente tenga
polarizacion circular.
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales

4.1 Introduccion. Condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell

Tal como se ha establecido en el capitulo precedente, las ondas planas son las
soluciones naturales de las ecuaciones de Maxwell en un medio lineal, homogéneo e
isétropo, cuando este medio es indefinido, es decir, cuando comprende todo el espacio y no
contiene distribuciones de carga o de corriente. Es evidente que no todas estas condiciones
definen un caso ideal: en realidad, aunque el medio cumpla las condiciones de linealidad,
homogeneidad e isotropia, en algun lugar tiene que haber distribuciones de carga y de
corriente que actuen como fuentes generadoras del campo electromagnético. Entonces, un
posible procedimiento para resolver las ecuaciones de Maxwell consiste en dividir el
espacio en dos regiones, de manera que todas las fuentes que generan el campo estén
incluidas en una Unica region, a la que llamaremos region | (Fig. 4.1).

AR
\\/

Fig. 4.1 Aplicacién de las condiciones de contorno a la resolucion de
problemas dinamicos. Al no haber cargas ni corrientes en la region ll,
podemos expresar el campo en esta regibn como una combinacion de
ondas planas, cuya composicidn exacta viene determinada por las
condiciones de contorno en la superficie de separaciéon
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En este caso, al no haber cargas ni corrientes en la region Il, podemos suponer que el
campo en esta region serd una onda plana o bien una combinacion de ondas planas. La
solucion exacta sera la que cumpla las condiciones de contorno en la superficie de
separacion entre las dos regiones (ver seccion 2.4), es decir

Aix(E, - E)| =0 (4.1)
A D, D1)|S =0 (4.2)
B, - B)| = (4.3)
Ax (H, = Hy)|_=Js (4.4)

donde S representa la superficie de separaciom yes un vector unitario perpendicular
(normal) a ella y que aqui se ha tomado dirigido hacia el interior de la regién II.

De hecho, se puede demostrar que en régimen senoidal permanente, Unicamente dos
de estas condiciones, las que afectan a las componentes tangenciales del campo (ecs. (4.1) y
(4.4)), son necesarias para asegurar la validez de la solucion, ya que, si se cumplen éstas, las
condiciones que afectan a las componentes normales se verifican de forma automatica (ecs.

(4.2) y (4.3)).

Supongamos, pues, que de alguna forma hemos sido capaces de medir las
componentes tangenciales del campo electromagnético generado por las fuentes situadas en
la region | justo en la superfici® de separacidén entre las dos regiones. A partir de esta
medida, podremos determinar exactamente qué ondas habra en la regién Il, es decir, cual
sera la direccion de propagacion y la amplitud de las ondas. Mas aun, podemos considerar
gue es el campo electromagnético en la supedieleque excita una serie de ondas planas
en la regién I, cuya amplitud, frecuencia y direccibn de propagacion dependera,
l6gicamente, de la variacién temporal y espacial del campo que las ha éxcitado

Un ejemplo tipico en el que podemos aplicar este principio es el que muestra la
figura 4.2. En este caso tenemos dos regiones formadas por medios distintos que se
encuentran en contacto. Si suponemos que el medio de la regién | es un dieléctrico lineal,
homogéneo e isétropo no conductor y estamos en régimen senoidal permanente, podemos
considerar que el campo en esta region sera una onda plana o, a lo sumo, una combinacion
de ondas planas, de manera que cada una de estas ondas debera cumplir la ecuacion de
Helmholtz, es decir

! ComoSpuede ser una superficie cualquiera, esta afirmacién se aplica a todos los puntos del espacio,
lo que se conoce como principio de Huygens, ya que fue Christiaan Huygens quien la establecio alla
por el afio 1690.
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Uy, €y HyE,

an

Fig. 4.2 Las condiciones de contorno nos permiten abordar los
problemas derivados de un cambio de medio

0%E, +k°E =0

e igualmente para el vectdr de intensidad de campo magnético, dokge w./u,e, es

la constante de propagacion de las ondas en el medio. Si el medio que forma la regién I
también es un dieléctrico de las mismas caracteristicas, pero de permitividad y

permeabilidad distintas, las ondas excitadas en este segundo medio deberan cumplir la
ecuacion

0%E, +k,°E, =0

Por lo tanto, podemos esperar que las soluciones seran ondas distintas en ambas
regiones. Sin embargo, el hecho de que los cariiog E, deban cumplir la condicién
(4.1) en la superficie de separacién nos permite “conectar” el campo eléctrico que aparece
en la region Il con el campo eléctrico presente en la region |. Del mismo modo, la condicion
(4.4) nos permite la conexién entre los cantppy H,. Como en el caso anterior, podemos

entender que el campo electromagnético que aparece en la su@afigieidir la onda u
ondas que se propagan por la region | excita ondas secundarias en la region Il.

En el presente capitulo nos hemos propuesto como objetivo establecer, mediante la
aplicacion sistematica de las condiciones de contorno, un conjunto de leyes generales que
nos permitan relacionar el campo generado en la regién Il con el campo generado en la
region |, en los casos en que dichas regiones estan formadas por medios distintos (para
simplificar, vamos a considerar que la superficie de separacién es simplemente un plano).
Las posibilidades a considerar seran, basicamente, las tres siguientes: una de ellas es la ya
mencionada, en la que ambos medios son dieléctricos perfectos, lineales, homogéneos e
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isétropos; una segunda posibilidad, en la que uno de los dos medios es un conductor
perfecto; y finalmente, podemos considerar el caso intermedio en que por lo menos uno de
los dos medios sea parcialmente conductor.

Por fortuna, las herramientas de calculo necesarias para el estudio de las cuestiones
relativas a la incidencia de ondas electromagnéticas sobre conductores y dieléctricos no
resultan de una complejidad excesiva, lo que nos permitird abordar con detalle los aspectos
fisicos de los fendmenos involucrados. La comprension de estos fendbmenos es de vital
importancia para entender los principios en los que se basan un gran numero de
aplicaciones. Como ejemplos de especial relevancia, podemos citar la propagaciéon guiada
de las sefiales electromagnéticas, ya sea a través de fibra Optica o por guia de ondas, la
emision laser, basada en la resonancia electromagnética en cavidades cerradas, o algunos
fendmenos relacionados con la propagacion atmosférica, entre otros. La importancia que
han adquirido estas tecnologias en la telecomunicacion moderna y el papel todavia mas
importante que desempefiaran en un futuro inmediato hacen imprescindible el estudio de
estos fendbmenos, el cual abordaremos de forma sistematica en el préximo capitulo, aunque
en este podremos avanzar ya algunos de sus aspectos mas relevantes.

4.2 Incidencia normal sobre conductores perfectos
4.2.1 Reflexion en la superficie de un conductor perfecto

De los distintos casos de incidencia tratados en el presente capitulo, el mas sencillo
de analizar es el de incidencia normal sobre conductores perfectos. Es facil demostrar,
atendiendo a criterios de conservacion de la energia, que la incidencia de una onda plana
sobre la superficie de un conductor perfecto provoca la existencia de una onda reflejada de
la misma frecuencia que la incidente, originada en la superficie del conductor.

Para analizar cualitativamente el fenédmeno, nos podemos fijar en la figura 4.3a.
Supongamos que sobre la superficie del conductor incide una onda plana, dirigida
perpendicularmente hacia la superficie (caso de incidencia normal), tal como muestra la
figura. Segun vimos en el capitulo 1, un conductor perfecto se encuentra siempre en
situacion de equilibrio electrostético, por lo que no habrd campo en su interior, por muy alta
gue sea la frecuencia de la onda incidenge for muy rapidas que sean las variaciones
temporales del campo en la superficie), ya que un conductor perfecto alcanza la situacion de
equilibrio de forma instantanea. En este caso, tendremos un flujo de potencia sobre la
superficie del conductor, generado por la onda incidente, mientras que no se transmitira
potencia hacia el interior del conductor. Tal como muestra la figura 4.3b, si consideramos
una seccién cualquiera de la superficie del conductor, incluida dentro de la region limitada
por las superficieS, y S, el flujo de potencia entrante en esta region es
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dieléctrico conductor i ds ;
e perfecto —
I U—»OO V\{—I-- \/\é:o
2 -
L o
H E=0
(a) (b)

Fig. 4.3 (a) Incidencia normal (perpendicular) de una onda plana sobre
un conductor perfecto. (b) El flujo de potencia asociado a la onda
incidente debe ser contrarrestado de alguna forma, mediante la creacién
de un campo adicional (la onda reflejada)

w;k?m9o

dondel3i representa el vector de Poynting asociado a la onda incidente. Evidentemente, no
habrd flujo de potencia alguno a través de la supeBidiee., J’Sz%Re(E2 X F|2 )[d$=0),

ya que se encuentra en el interior del conductor perfecto, lo cual resulta en un flujo neto de
potencia que entra en la regién limitada por las superfgigss,.

Segun el razonamiento anterior, deberiamos concluir que habra una acumulacién de
energia en el interior de esta regién, la cual debe disiparse de algin modo, ya que de lo
contrario la energia total acumulada aumentaria hasta llegar a ser infinita, lo cual es absurdo.
Sin embargo, sabemos que en el interior de un conductor perfecto no se produce disipacion
de potencia (ver seccion 2.5.2). Del mismo modo, en un dieléctrico perfecto (es decir, sin
pérdidas) tampoco se disipa potencia ninguna.

Por consiguiente, para evitar caer en esta contradiccion, debemos asumir la
existencia en la superfic® de un flujo de potencia salien®’ que contrarresteel flujo

entranteW, (es decir, W + W =0), de manera que no pueda acumularse energia en el
interior de la region delimitada p& y S. De aqui a suponer la existencia de una onda

2 Este flujo sera negativo, segin hemos definido el vei&ofFig. 4.3b).
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plana reflejada que se propaga en direccién opuesta a la de la onda incidente sélo hay un
paso, ya que las ondas planas son las soluciones naturales de la ecuacion de Helmholtz que
rige el comportamiento del campo electromagnético en el dieléctrico

Pero, ¢como se puede originar esta onda reflejada? El razonamiento anterior no
basta para explicar completamente la presencia de esta onda. Hay que responder ademas a
esta cuestion que se nos plantea de forma inevitable. Para ello, nos fijamos las condiciones
de contorno que afectan al campo electromagnético en la superficie de un conductor
perfecto. En este caso, al no haber campo en el conductor (regién Il, segun la figura 4.3a),
las condiciones (4.1)-(4.4) se reducen a

A x E|S =0 (4.5)
A EI3|S =g (4.6)
A EB|S =0 (4.7)
Ax H_=Js (4.8)

para el campo electromagnético presente en el dieléctrico (tras haber redefinido el vector
unitario N de forma que quede orientado hacia el exterior del conductor -la region I, en este
caso). Para que se cumplan estas condiciones, debe haber necesariamente cargas y corrientes
en la superficie del conductor. Fisicamente, lo que ocurre es que el campo de la onda
incidente induce estas cargas y corrientes, las cuales variardn temporalmente con la misma
frecuencia que el campo que las ha inducitlas distribuciones de carga o de corriente
variables generan siempre, es decir, radian, campos electromagnéticos variables (ver
capitulo 6). En este caso, el campo radiado sélo se puede propagar hacia el dieléctrico y sus
componentes serdn tales que cumplan las condiciones (4.5)-(4.7).

Ejemplo 4.1: La telemetria laser y la teledeteccion

Dos aplicaciones préacticas de este sencillo principio se hallan en la base de
la telemetria laser y de la teledeteccion o radar (del inglédi® detection and

% Naturalmente, este planteamiento sélo es véalido para el régimen estacionario. Durante el régimen
transitorio serd necesaria la absorcion de una cierta cantidad de potencia para dar lugar a la formacion
de la onda reflejada.

* De hecho, en el caso de incidencia normal sélo se inducen corrientes, al ser el campo eléctrico de la
onda incidente tangente a la superficie del conductor. Sin embargo, tal como veremos mas adelante, en

el caso de incidencia oblicua aparecen también distribuciones superficiales de carga, inducidas por la
componente del campo normal a la superficie.
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ranging). El telemétro laser actia mediante la emision de un rayo desde un extremo
de la distancia que se quiere medir, apuntando hacia un blanco situado en el extremo
opuesto (ver figura 4.4a). Aunque en la practica se utilizan varios esquemas de
disefio y diferentes principios de funcionamiento (tiempo de vuelo, triangulacion,
diferencia de fases, etc.), todos ellos deben analizar alguna caracteristica de la onda
devuelta por el blanco. Cuando la aplicacién lo permite, se utilizan blancos
cooperativos, que devuelven toda la potencia emitida. El blanco cooperativo mas
sencillo es un conductor perfecto. Mas adelante veremos que, no obstante, los
dieléctricos también generan ondas reflejadas, aunque en menor proporcién. Del
mismo modo, la teledeteccién o radar nos permite determinar la distancia a la que se
encuentra un objeto reflector cualquiera, ya sea fijo o movil (Fig. 4.4b), aunque en
este caso se trabaja con sefiales de microondas.

array de blanco
fotodiodos cooperativo /
¢
/
laser //
(a) (b)

Fig. 4.4 Dos aplicaciones préacticas del fenémeno de la
reflexion en conductores: (a) telémetro laser; (b) radar

(a) Onda incidente con polarizacién lineal

Ahora que ya hemos sido capaces de comprender los principios en los que se basa el
fendmeno de la reflexion de las ondas en las superficies conductoras, procedamos a abordar
el problema de forma cuantitativa. Al no haber campo en el interior del conductor, la
aplicacién de las condiciones se simplifica enormemente. De hecho, bastara con imponer la
condicion (4.5), segun la cual las componentes del campo eléctrico tangentes a la superficie
del conductor deben anularse en esta superficie, a las soluciones de la ecuacion

O°E+k*E=0 para que el campo electromagnético presente en el dieléctrico que
constituye la region | quede completamente determinado. Aplicando luego las condiciones
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(4.6) y (4.8), podemos obtener las cargas y corrientes inducidas en la superficie del
conductor, mientras que la condicion (4.7) se verificard de forma automéatica. El primer paso

a realizar, pues, consiste en identificar las componentes tangentes delEgrpmprobar
gue se cumple la condicién (4.5).

Tomemos como punto de partida la expresion genérica de la onda incidente. Al
tratarse de una onda plana en régimen senoidal permanente, el campo fasorial asociado a la
onda seréa de la forma

donde K = kl% es el vector de propagacién de la ondp=.u/e vy kEw\/E
representan, respectivamente, la impedancia intrinseca y la constante de propagacién del
dieléctrico. En principio, el camchi puede tener una polarizacién cualquiera. De
momento y para simplificar el calculo, consideraremos que la onda incidente esta polarizada
linealmenté. En este caso, podemos fijar los ejes de coordenadas como se indica en la
figura 4.5, de manera que uno de ellos (por ejemplo, eRejgea perpendicular a la
superficie del conductor, con lo que coincidira con la direccion de propagacion de la onda
(es decir,|2i = 7), mientras que otro (el e} coincida con la direcciéon del campo eléctrico.

Bajo estas condiciones, la onda incidente toma la forma

E (F) =

m

. yer (4.9)

(
RS A a - jkz EOi O o Jkz
H () =—2x§yE; e’ :—TxeJ (4.10)

S

Tal como hemos visto, la presencia del conductor nos obliga a asumir la existencia
de una onda reflejada. Para simplificar el célculo, vamos a suponer que la onda reflejada se

propaga en direccion opuesta a la de la onda incidente (esklegir-2), con lo cual
tenemog

5 - . -z . . .
Recuérdese que una onda con una polarizacion cualquiera puede descomponerse como combinacion
de dos ondas polarizadas linealmente en direcciones ortogonales

® Esta es la hipétesis mas simple, facilmente justificable bajo consideraciones de simetria: en este caso,
tanto el medio como el campo de excitacion (la onda incidente) presentan Unicamente variaciones en
la direccién normal a la superficie del conductor, por lo que podemos esperar que la respuesta

obtenida (la onda reflejada) presente caracteristicas similares. También podriamos partir de una
expresion mas general para el campo de la onda reflejada, pero el resultado final seria el mismo.
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E, (F)=E, e* (4.11)
H (7)) =-=2xE () (4.12)
para el campo asociado.

Finalmente, podemos situar la superficie de separacién entre el dieléctrico y el
conductor de manera que coincida con el pland® (Fig. 4.5). En este caso y teniendo en
cuenta que el campo total en el dieléctrico es el resultado de la superposicion del campo
eléctrico de la onda incidente y el de la onda reflejads (E =E + E ), podemos
descomponer la condicién (4.5) para las componentes tangenciales del campo eléctrico de la
forma

(Eix + Erx )|z:O =0 (413)

(E, + Ery)|Z:0 =0 (4.14)

Al haber impuesto que el campo eléctrico de la onda incidente sélo tenga
componente en la direccion del &fe(expresion (4.9)), tenemds, = 0, por lo que a la
fuerza debe seE, = 0 en la superficie del conductor. En consecuencia, en el campo
eléctrico de la onda reflejada s6lo aparece la componente en la direcciénydebkajecir

—

E, (F) = Ey y &

rY
z -
.
E Z
A4
A
Z?O

Fig. 4.5 Sistema de coordenadas empleado para la resolucién del problema

" Recordemos que para que un fasor se anule en un punto cualquiera, su amplitud debe valer cero en
ese punto. Al seE, una magnitud fasorial de amplitud constante, sélo puede anularse en un punto
concreto si se anula simultaneamente en todos los puntos del espacio.
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debiendo ser, ademalk,, =—E;, de acuerdo con (4.14), con lo que nos queda
E, (F) = —-E, §€* (4.15)

para la onda reflejada. En otras palabras: para que se cumpla la condicion de contorno (4.5)
en la superficie del conductor, la amplitud y la polarizacion del campo eléctrico deben ser
las mismas en las ondas incidente y reflejada. Por otro lado, el signo “-" que aparece en la
expresion (4.15) nos introduce un desfdsg=7 en el campo instantdneo de la onda

reflejada con respecto al de la onda incidente. En cuanto al campo magnético, nos queda

Hr(F)z—%ﬁx(—y) E, ékzz—%wkz (4.16)

Cargas y corrientes inducidas en el conductor

Pero, ¢qué ocurre con las condiciones de contorno restantes? Para estar
completamente seguros de que, efectivamente, hemos dado con la solucidén del problema, es
necesario comprobar que se cumplen las condiciones (4.6)-(4.8). Para ello debemos conocer
los campos totales, eléctrico y magnético, presentes en el dieléctrico tras la reflexion.
Sumando las expresiones (4.9) y (4.15), obtenemos la siguiente expresion fasorial

E(2 = E, (€™ - )"y -2 jE "pen kz (4.17)
para el campo eléctrico total

Empecemos por la condicion (4.6), la cual nos permitira conocer la distribucion de
carga inducida en el conductor. En este caso, tal como hemos fijado los ejes de coordenadas
en la figura 4.5, resulta

o=(-2Ue B =0 (4.18)

ya que, segln (4.17), el camjio no tiene componente en la direccidn Como habiamos
anticipado al principio de esta seccién, en este caso no se induce carga alguna en la
superficie del conductor. Sin embargo, no debemos tomar este resultado como norma
general, ya que mas adelante veremos que en el caso de incidencia oblicua si pueden
aparecer cargas inducidas.

8 Vemos que el campo total también es tangente a la superficie del conductor. Tal como pretendiamos,

Ey o 0, con lo que se verifica la condicion (4.5).
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Las condiciones (4.7) y (4.8) afectan a la intensidad de campo magético total
(fasorial, en este caso) la cual podemos expresar como superposicion de los campos
magnéticos asociados a las ondas incidente y reflejada. Entonces, sumando las expresiones
correspondientes, (4.10) y (4.16), obtenemos

- E. . . E.
H(2) = _TOI R(eh + ) = —270‘ L coskz (4.19)

para la intensidad total de campo magnético presente en el dieléctrico. Vemos que en este
caso no aparece componente en la direcgidie. el campo magnético es tangente a la
superficie del conductor), con lo que se verifica la condicion (4.7), ya que, tras
particularizarla para la situacion de la figura 4.5, nos queda de la forma

(-2)QuH)| =0 (4.20)

Finalmente, la condicion (4.8) nos permite obtener la distribucién de corriente
inducida en la superficie del conductor por la onda incidente. Particularizandola para la
situacion de la figura 4.5 y sustituyendo segun (4.19), obtenemos

Js=(-2) x F||Z:O = - 7x A)(—Z)%coskz{ = 2%9 (4.21)

z=0

Es decir, como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre un conductor
perfecto, se induce una corriente superficial de tipo senoidal, cuyo fasor es constante, y que
circula en la direccién del campo eléctrico de la onda incidente. En el capitulo 3 habiamos
generado una onda plana a partir de una corriente uniforme, distribuida a lo largo y ancho de
una superficie plana infinita; he aqui, pues, la causa que genera la onda plana reflejada, cuya
existencia habfamos postulado al principio

° De hecho, un sistema formado por un dieléctrico limitado por un conductor perfecto sobre el que
incide una onda plana uniforme es equivalente, en cuanto al comportamiento electromagnético, a la
superposicion de la onda incidente con las dos ondas, progresiva y regresiva, que generaria una lamina
infinita por la que circulase una corriente de fasor constante, situada justo donde se encuentra la
superficie del conductor (Fig. 4.6). Para que ambos sistemas sean totalmente equivalentes, el campo
eléctrico de la onda incidente y el de la onda progresiva generada por la lamina de corriente deben
tener la misma amplitud y estar en contrafase, de modo que se produza una interferencia destructiva
en la region del espacio que ocupaba el conductor. Segun el resultado obtenido en el ejemplo 3.1, ello
ocurrira cuando se cumpla la relaciéon (4.21) entre el fasor de densidad de corriente inducida y la
amplitud de la onda incidente. En este caso, resulta evidente que la onda regresiva generada por la
lamina (la onda reflejada) también tendra la misma amplitud que la onda incidente y estara en
oposicidn de fase con ella justo en la lamina, ya que, por razones de simetria, las ondas progresiva y
regresiva deben ser idénticas, exceptuando el hecho de que se propagan en direcciones opuestas.
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A, |
z=0 z=0

Fig. 4.6 La situacion creada por una onda plana y las ondas progresiva

y regresiva generadas por una lamina de corriente infinita y de fasor

constante es equivalente a la creada por la union de un dieléctrico y un
conductor perfecto

(b) Onda incidente con una polarizacion cualquiera

Como resultado del analisis realizado, podemos concluir que el fenomeno de la
reflexion de una onda polarizada linealmente que incide perpendicularmente sobre un
conductor perfecto presenta las propiedades siguientes:

» Conservacion de la polarizacion tras la reflexion.

* Laonda reflejada y la onda incidente tienen la misma amplitud.

» Justo en la superficie del conductor, la onda reflejada se encuentra en oposicion
de fase con la onda incidente, hecho representado por un signo “-” en el fasor
correspondiente (expresion (4.15)).

Antes de pasar a analizar qué consecuencias conllevan estas tres propiedades,
podemos extenderlas facilmente al caso mas general de una onda incidente con una
polarizacion cualquiera. El primer paso consiste en comprobar que el resultado obtenido no
depende de la direccion del campo asociado a la onda incidente. Observemos, en primer
lugar, la figura 4.7a, donde tenemos la misma situacion que en la figura 4.5. En este caso se
cumpliran las tres propiedades resefiadas. Pero, ¢y si giramos la orientacion del €ampo 90
en sentido antihorario? O, lo que es lo mismo, ¢qué ocurre si giramos el conduetor 90
sentido contrario? Pues nada en particular, excepto que ahora la direcciébn del campo
eléctrico de la onda incidente coincide con la delefEig. 4.7b). Ambas ondas observan
exactamente lo mismo: un conductor perfecto cuya superficie se extiende hacia el infinito en
todas direcciones (nuestro problema tiene simetria cilindrica). Por lo tanto, todas las
propiedades que se obtienen para el caso de la figura 4.7a se cumplen también para el caso
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 293

de la figura 4.7b, y en general, para cualquier onda polarizada linealmente, sea cudl sea la
direccion del campo eléctrico.

il L

Fig. 4.7 Debido a la simetria que presenta la situacion planteada, el
resultado no depende de la orientacion del campo eléctrico

Finalmente, ¢qué ocurre si la onda no tiene polarizacién lineal, sino que esta
polarizada circular o elipticamente? En este caso, segun hemos comprobado en la seccién
3.3.3, podemos descomponerla en dos ondas planas polarizadas linealmente en direcciones
ortogonales. Como acabamos de ver, ambas componentes cumpliran las tres propiedades
resefiadas, por lo que es facil comprobar que también se cumpliran para el campo total de la
onda incidente.

Hay que observar, sin embargo y contra lo que podria parecer, que la reflexion
introduce un cambio en el sentido de giro del campo instantaneo con respecto al de la onda
incidente, aunque ello es sdélo consecuencia del convenio adoptado en la seccién 3.3.1 para
fijar el sentido de giro de una onda plana. Segun dicho convenio, los vectores unitarios que
definen el sentido de giro de las ondas incidente y reflejada quedaran como se indica en la

figura 4.8. Como podemos ver, el conveBjo< & = k da lugar a un intercambio entre los
vectoresé, y &, en la onda reflejada con respecto a la onda incidente, como consecuencia

del cambio producido en la direccién de propagacion. No obstante, si observamos ambas
ondasdesde un mismo puntpor ejemplo desde la superficie del conductor, veremos cémo

en los dos casos el campo instantaneo gira en el mismo sentido. Ello debe ser asi para que
las condiciones de contorno se cumplan en todo momento.
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Fig. 4.8 Los vectores unitarios empleados para definir el sentido de giro
del campo instantaneo se intercambian entre si tras la reflexion

4.2.2 Ondas estacionarias

En cuanto a las consecuencias que conllevan las tres propiedades resefiadas, cabe
decir, en primer lugar, que los flujos de potencia asociados a las ondas incidente y reflejada
se contrarrestan, tal como habiamos planteado al principio de la seccion 4.2.1. Volviendo a
la figura 4.3a, podemos calcular el flujo de poteki¢iantrante a través de la superfiSiey
el flujo salienteW,' integrando los vectores de Poynting asociados a las ondas incidente y

reflejada, lo que nos da

_¢ Brue [Eol s IEgF
=( POds=[ =9l sge=""0l
W I& oS J’sl 2n 2Hs 2n 3

|EOrI2 |Eoi|2

W[ RO [ 5 CAE T mS,

donde hemos tenido en cuenta la relacion (4.15). Vemos que ahora si se cumple la condicion
W +W =0, necesaria para que no se acumule potencia indefinidamente en la region

delimitada por las superfici&sy S.

La segunda consecuencia consiste en la formacion dena@aestacionarien el
dieléctrico, como resultado de la superposicion de las ondas incidente y reflejada. Las ondas
estacionarias, a diferencia de las ondas planas, no se propagan a través del espacio, con lo
gue no permiten la transmisién de potencia (ni de ningun tipo de informacién) de un punto a
otro. Sin embargo, presentan otras propiedades que son de enorme utilidad practica. El
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 295

estudio de estas propiedades, asi como de algunas de sus aplicaciones mas comunes, es el
objetivo que nos hemos planteado en esta seccion.

Empecemos por ver qué es una onda estacionaria. Para ello, retomamos la expresion
fasorial (4.17), obtenida en la seccién 4.2.1 para el campo total presente en el dieléctrico tras
la reflexion de la onda incidente

E(2 = -2 jE, Ysenkz (4.22)

Fijando el origen de tiempos de manera que la amg§ugsea un numero real, se
obtiene la siguiente expresién para el campo instarifaneo

E(z,1) = Re[ E(F)ej“] =2 E, Ysen kzsew t (4.23)

A diferencia de lo que ocurre con una onda plana, el campo representado por la
expresion (4.23) es una funcion que no se desplaza con el tiempo, sino que permanece
estacionaria (de ahi su nombre), tal como podemos ver en la figura 4.9. El comportamiento
gue se obtiene se asemeja al de una cuerda vibrante, sujeta por un extremo. Para entender lo
que ocurre, podemos considerar el téermipsenwtcomo una amplitud instantanea que

multiplica a la funcién seke. En este cas&(z, t) es una funcién senoidal de la forma

é(z, t)

Fig. 4.9 Representacion espacial del campo eléctrico instantdneo
correspondiente a una onda estacionaria

9 En general, el término de amplitud es un fasor del &p=|E, |ej¢°‘ , donde el términog;

representa la fase inicial de la onda. En este caso, la expresion (4.23) toma la forma

E(z,1) = 2E, Ysenkzsenp t+ ¢ )
Es facil comprobar que el valor concreto de la fase inifgjiglno afecta al comportamiento geneérico
de la funcién, por lo que podemos simplificarla, fijarggp = 0.
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gzt = g, (t)senkz’y

cuya amplitudg, (t) = 2E,; senwt toma valores diferentes para distintos instantes de tiempo,

siendo maxima para valores= 17/ 2,31/ 2, etc. y minima para valores =0, 17, 217, etc.
(ver Fig. 4.9).

Por otro lado, existen una serie de puntos en los que el campo es nulo para todo
instante de tiempo. Estos puntos reciben el nombrendéos (los puntos en los que el
campo se hace maximo reciben el nombreieetre3. En el caso considerado, estos nodos
estan situados a distancias
m=0,1,... (4.24)

m

T
Z, =m—=m
k

N | >

del conductor, obtenidas imponiendo la condicién kzlg_r)m:O en la expresion (4.23).

Segun (4.24), la distanciantre dos nodos consecutivos corresponde a una semilongitud de
onda en el dieléctrico.

Igualmente, si calculamos el camp® instantaneo, a partir de la expresion (4.19),
obtenemos

- - . E,.
#(Ft) = Re[H f)a““] = —Zk#coskz cosot (4.25)

El comportamiento que se obtiene es analogo al del campo eléctrico instantaneo,
exceptuando el hecho que ahora el campo no se anula en la pared conductora.

Finalmente, podemos comprobar, calculando el vector de Poynting medio, que se
verifica

P :%Re[ﬁ x HD] :% R+4j Ex ] §x Xsen kzcosk]zz 0 (4.26)

esto es, que una onda estacionaoigermite el transporte de potencia ni, por consiguiente,

de informacion alguna a través del espadiste hecho es el resultado de la superposicion

de dos flujos de potencia, asociados a las ondas incidente y reflejada, de igual intensidad y
direccion opuesta, tal como hemos visto al principio de esta seccion.

Cavidades resonantes
Una consecuencia interesante y de gran interés practico de la formacion de ondas

estacionarias por la reflexion de ondas planas en conductores, la encontramos en el
fendmeno de la resonancia en cavidades. Aunque en la seccidén 5.4 se estudiard con mas
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profundidad el comportamiento de las cavidades resonantes, podemos entenderlo, a grandes
rasgos, del modo siguiente:

Imaginemos que disponemos dos paredes conductoras, situadas una frente a otra y
separadas por una distandiatal como muestra la figura 4.10a. Supongamos que hemos
conseguido excitar una onda plana en el interior de la cavidad, en la direccion perpendicular
a la superficie de las paredes y con el campo eléctrico polarizado linealmente seglifn el eje
Tras incidir en una de ellas, por ejemplo en la situada=ef, y como consecuencia de la
reflexion producida, se genera una onda estacionaria en el interior de la cavidad. Como

hemos visto, la condicion de contorrﬁtaano- 0 impone que el fasor del campo eléctrico

asociado a la onda estacionaria sea de la forma indicada por la expresion (4.17). Hasta aqui
el problema es idéntico al de la figura 4.3a. Sin embargo, la presencia de la segunda pared
nos impone la condicion adicional

Eian yed 0
Luego, en la posiciorz=-d debemos tener un nodo de la onda estacionaria para que se
verifique esta Ultima condicion, por lo que se debe cumplir

d= mE m=0,1,... (4.27)

dieléctrico

e aY N=E
g —» © = g - ®© E
E ~
A q . nom
E =0 E =0 /
H=0 VAW AV H=0
YW VWY >
d m—'G'
Etan = 0/ \Etan :00 d
z=-d z=
(a) (b)

Fig. 4.10(a) Cavidad resonante formada por dos paredes conductoras

separadas por un medio dieléctrico. (b) Modos de vibracion de la
cavidad
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. 21 . . . . ,
0, lo que es lo mlsmokdszz mr't. Es decir, en el interior de la cavidad sélo se

pueden generar un numero limitado de ondas estacionarias, las cuales reciben el nombre de
modos de vibraciowe la cavidad y se identifican segun el valomdeen la figura 4.10b
aparecen representados los modos correspondienteslay m=2. Las frecuencias de
resonanciacorrespondientes sori =v/2dy f =v/d, respectivamente, dondees la

velocidad de propagacion de las ondas planas en el dieléctrico. La frecuencia de resonancia

: v
para un moden cualquiera esf = m%.

Ejemplo 4.2: Cavidades laser

Una aplicacion del fendmeno de la resonancia se encuentra en las cavidades
laser. Aunque existen muchos tipos de laser distintos, uno de los mas corrientes es el
laser de He-Ne, en el que un gas formado por una mezcla de helio y néon se
encuentra encerrado en el interior de una cavidad cilindrica, limitada en sus
extremos por dos espejos metélicos, uno de los cuales es un reflector perfecto,
mientras que el otro sélo refleja parte de la onda incidente y deja pasar el resto. La
onda estacionaria se genera en el interior de la cavidad mediante el proceso
conocido con el nombre dmmision estimuladaras la excitacion de los atomos del
gas por medio de un campo externo, de manera que el niumero de atomos excitados
supera al de atomos no excitados (lo que se conoce inga18ion de poblacign
La descripcion exacta del fendmeno escapa al propésito de este libro, ya que no
puede ser explicado mediante la teoria clasica de campos y es necesario recurrir a la
mecénica cuéntica. Sin embargo, podemos entender el fendbmeno a grandes rasgos
del modo siguiente: el paso de una onda elemental o fotén cerca de un atomo
excitado provoca su desexcitacion. Para que la desexcitacidon se produzca, la energia
del fotén debe coincidir con la energia de excitacion del atomo. En este caso, al
desexcitarse, el &tomo emite una onda de caracteristicas (frecuencia y fase) idénticas
a las de la onda incidente, a la que cede la energia que habia adquirido al ser
excitado por el campo externo. Cuando existe inversion de poblacion, la emision
estimulada se reproduce en cascada, ya que los dos fotones resultantes pueden
desexcitar, a su vez, mas atomos, y asi sucesivamente. La presencia de los espejos

1 También podemos entender el fenémeno del modo siguiente: una onda plana excitada en el punto
z=0, tras ser reflejada en la pared situadazn-d, regresa al punto de partida, donde se

superpone a la onda inicial, y asi sucesivamente. Si el desfd$¥ acumulado por las ondas
secundarias generadas tras cada ida y vuelta es un multipla ,dedas las ondas llegaran al punto

z=0 con la misma fase y se reforzaran entrangérferencia constructia Por el contrario, si la
frecuencia de la onda inicial es tal que no se cumple la condiéidr &1 77, lag ondas llegaran con

fases distintas, dando lugar a contribuciones positivas y negativas para el campo eléctrico total en la
cavidad. Repitiendo el proceso hasta el infinito, se puede comprobar que las distintas contribuciones
se contrarrestan completameritedrferencia destructivia
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reflectores en los extremos de la cavidad provoca que Unicamente las ondas cuya
frecuencia coincida con una de las frecuencias de resonancia de la cavidad daran
lugar a interferencias constructivas. Las ondas restantes interferirdn
destructivamente entre ellas (de ahi el caracter monocromético de la luz laser).

Por lo tanto, en una cavidad resonante con un medio activo (la mezcla de
He-Ne u otro), existen dos condicionantes para la frecuencia de emision: el primero
viene dado por las diferencias energéticas de los niveles atdmicos implicados en el
proceso (segun la conocida relaciére hf , en la quéE representa dicha diferencia

de energiaf es la frecuencia de la onda emitiddn s una constante universal,
conocida comaonstante de Plangk/ el segundo por las frecuencias propias de la
cavidad. De ambas condiciones la segunda es, en la practica, la mas restrictiva.

espejo

medio activo (He-Ne) semirreflectante

.

R~0.99 ﬁﬂj\ /LLIEJ R~0.95

electrodos

Fig. 4.11Resonancia en una cavidad laser

4.3 Incidencia normal sobre medios dieléctricos
4.3.1 Reflexion y transmision en la superficie de un medio dieléctrico

Consideremos ahora el caso en que el medio sobre el que incide la onda es un
material dieléctrico no conductor. ¢Qué fendmenos podemos esperar que se produzcan ahora
como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre la superficie de separacién?
Para empezar, podemos suponer que, como ocurria con los conductores perfectos, aparecera
una onda reflejada en el primer medio. La novedad se encuentra en el hecho que ahora el
campo no tiene porqué ser nulo en el segundo medio, al tratarse de un dieléctrico no
conductor, por lo que debemos asumir la existencia de, por lo menos, una onda
transmitida’, tal como indica la figura 4.12a.

12 Como principio de actuacién, debemos optar siempre por la hipétesis mas sencilla posible. Si luego
no logramos que se cumplan las condiciones de contorno, siempre estaremos a tiempo de afiadir
elementos adicionales.
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Fig. 4.12 (a) Incidencia normal de una onda plana sobre un medio
dieléctrico no conductor. En este caso el campo no ha de ser nulo
necesariamente en la region Il y debemos asumir la existencia de una
onda transmitida. (b) Flujo de potencia asociado a las ondas incidente,
reflejada y transmitida

Tal como vimos en la seccion precedente, si no existen pérdidas en ninguno de los
dos medios, cuando estamos en régimen senoidal permanente el flujo medio de potencia que
incide en la superficie de separacion debe equilibrarse con el flujo que sale de ella (Fig.
4.12b). Es decir, debe cumplirse la relacion

W+W=W
dondeW, y W, representan el flujo medio de potencia a travéS,desociado a las ondas

incidente y reflejada, respectivamente, mientras \Wueorresponde al flujo de potencia a
través deS; asociado a la onda transmitida. Dicho de otro modo

J RS+ [, POds= [ POds (4.28)

dondeF? : I3r y P son los vectores de Poynting correspondiéhtes

* Notese que el términdy, =Isl P [bg, correspondiente a la onda reflejada, da lugar a una

contribucion negativa, puesto qufga y d§ tienen sentidos opuestos.
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Por otro lado, el campo electromagnético resultante debe satisfacer las condiciones
de contorno (4.1)-(4.4). Suponiendo que no hay cargas ni corrientes de portadores libres en
ninguno de los dos medidslas condiciones que afectan a las componentes tangenciales del
campo toman la fornta

Ax (E, - E1)|S =0 (4.29)
Ax(H, - Hl)|S =0 (4.30)

Ahora bien, si no hay cargas ni corrientes de portadores libres, ¢cOmo se generan en
este caso las ondas reflejada y transmitida? La causa habra que buscarla ahora en las cargas
(y corrientes) ligadas al medio. Tal como vimos en el capitulo 2, éstas se encuentran
formando dipolos, los cuales se orientan segun el campo electromagnético presente en el
medio. Si este campo es variable en el tiempo, como es el caso de una onda plana uniforme
gue incide sobre su superficie, se producira una reorientaciéon de los dipolos acorde con la
variacion del campo, lo que modificara la posicion de las cargas ligadas, asi como la
direccion e intensidad de las corrientes. Luego, estas variaciones seran las que originaran las
ondas reflejada y transmitida.

Una vez aclarado su origen, pasemos a determinar el campo que resulta de la
reflexion y transmision en la superficie de separacién, mediante el procedimiento empleado
en la seccion 4.2.1 para la incidencia normal sobre conductores perfectos, es decir,
consideraremos, de momento y para simplificar el calculo, que la onda incidente tiene
polarizacion lineal, para mas adelante extender el resultado obtenido a ondas con
polarizacién circular y eliptica.

Tal como muestra la figura 4.12a, fijamos los ejes de coordenadas de manera que el
ejeZ coincida con la direccién de propagacion de la onda incidente y¥tejacida con la

direccién de polarizacién del campo eléctrico asociado. En este caso, los &ampisde
la onda incidente de nuevo vendran dados por las expresiones (4.9) y (4.10), es decir

E () = Eq g€ (4.31)
H, (7) = —%f(e‘“‘lz (4.32)
1

14 A diferencia de lo que ocurre en un conductor, en un dieléctrico no conductor sélo puede haber
portadores de carga libres si son introducidos por medio de algin mecanismo externo.

5 Recordemos, una vez mas, que en régimen senoidal permanente, si se cumplen éstas, las
condiciones que afectan a las componentes normales se verifican de forma automatica.
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dondep, =4, /€, vy Kk, =w./H,E; son, respectivamente, la impedancia intrinseca y la
constante de propagacion del dieléctrico que forma la region I.

Para la onda reflejada supondremos que se propaga en direccion opuesta a la de la
onda incidente € Z, segun la figura 4.12a) y que conserva la misma polarizacion (tal como
habiamos hecho en la seccion 4.2.1 para la incidencia sobre condf)cteseatecir

E (F)=E, ye* (4.33)
A1) = =2 X E, (1) = =2 g€k (439
1 n

Finalmente, suponiendo que la onda transmitida hacia la regién Il también conserva
la polarizacién y se propaga en la misma direccion que la onda incidente, obtenemos

E,(F) = Ey, §€*? (4.35)
A, () = —%Xe—ikﬂ (4.36)
2

donde n, =,/u, /€, es la impedancia intrinseca ¥k, =w,/u,e, la constante de
propagacion del dieléctrico que forma la region 1.

Apliqguemos a continuacion la condicién de contorno (4.29) al campo eléctrico en la
superficie de separacion entre los dos medios (pfan6 en la figura 4.12a). Al no haber

campo eléctrico en la direccién del ¥ela Unica componente tangencial afectada por dicha
condicion es la componente en la direcciéon deYegs decir

(Eiy + E"y)|z:o = EW|2=0

Sustituyendo las expresiones de los campos, (4.31), (4.33) y (4.35), obtenemos

- jk jk — 5k
EOi € - z=0 * EOr é ’ z=0 - %t e] g z=0
de donde resulta la siguiente relacion de amplitudes
E; +Eyx = Eq (4.37)

8 De no hacer esta suposicion, la resolucion del problema seria bastante méas laboriosa, para llegar al
final al mismo resultado.
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En el caso de incidencia normal sobre un conductor perfecto, la relacion obtenida
era, simplementef, + E, =0 (0, lo que es lo mismoE, =-E;), con lo que el
problema quedaba resuelto en este punto. Como consecuencia de la presencia de la onda
transmitida, tenemos ahora una incégnita mas, por lo que se hace necesario obtener una
relacion adicional para determinar las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida. Esta
relacion la obtendremos aplicando la condicidn (4.30) a la componente tangencial del campo
magnético, es decir

(Hix + er)|Z:0 = HtX|z:O

y sustituyendo en ella las expresiones de los campos correspondientes, (4.32), (4.34) y
(4.36), resulta

S0 Eo B (4.38)

——O 4 O =

n m n,

La resoluciéon del sistema de ecuaciones formado por (4.37) y (4.38) nos permite
relacionar las amplitudes de las ondas generadas con la de la onda incidente. Estas relaciones
suelen expresarse cominmente de la forma

E, =PE, (4.39)
E, =TE, (4.40)

donde los simbolop y T representan los llamadameficientes de reflexiontransmision

en la superficie, los cuales se definen, respectivamente, como la relacién de amplitudes entre
la onda reflejada y la onda incidente, por un lado, y entre las ondas transmitida e incidente,

por el otro. El uso de los estos coeficientes nos permite expresar las ecuaciones (4.37) y
(4.38) de forma mas compacta

l+p=r1 (4.41)
1-p=12 (4.42)

n

Resolviendo este sistema, obtenemos las siguientes expresiones genéricas para los
coeficientepp y 1

p=T"M (4.43)
P

r=_ 2 (4.44)
Ny, +1N,

Este es el resultado principal del problema planteado, segun el cual la resoluciéon de
un problema de incidencia normal sobre medios dieléctricos de una onda plana, polarizada
linealmente, se reduce al calculo de los coeficientes de reflexion y transmisién en la
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superficie, mediante las expresiones (4.43) y (4.44), en las que intervienen Unicamente las
impedancias intrinsecas de los medios involucrados. Estas expresiones pueden combinarse,
ademas, con las relaciones (4.41) y (4.42), segln convenga.

En el caso de medios no magnéticos, es mas frecuente expresar los coeficientes de
reflexion y transmisién en funcion de los llamadioglices de refracciénle los medios | y
Il. En general, se define el indice de refraccion de un medio dieléctrico como la relacion
entre las velocidades de propagacion de la luz en el espacio libre y en el medio en cuestion,
es decir

(4.45)

>
mn
<lo

k
k0
dondek y kg representan, respectivamente, las constantes de propagacion de la luz en el

dieléctrico y en el espacio libre. Si el dieléctrico es, ademas un medio no magnético (
u =1, lo cual, por otro lado, es bastante frecuente), se verifica

n=,e (4.46)

lo que nos permite expresar la impedancia intringedal medio de la forma

p="To (4.47)
n

donde n, 01207 Q corresponde a la del espacio libre. Segun esta ultima relacion, las

expresiones (4.43) y (4.44) de los coeficientes de reflexion y transmisién para dieléctricos no
magnéticos se reducen a

p=1" (4.48)
n, + n,
2
=M (4.49)
nl + n2

donden, y n, son, respectivamente, los indices de reflexion en las regiones | y Il.

4.3.2 Ondas parcialmente estacionarias

Una vez obtenidos los coeficientes de reflexion y transmision, podemos comprobar
que en la superficie de separacion se cumple el balance de flujos de potencia que habiamos
expresado mediante la relacién (4.28), en la que el término de la onda reflejada daba lugar a
una contribucion negativa. Por este motivo, es mas frecuente presentar este balance de la
siguiente forma, mucho mas intuitiva
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R+T=1 (4.50)

dondeR y T representan laeflectividady la transmitividaden la superficie, las cuales se
definen, respectivamente, como las fracciones de potencia reflejada y transmitida y se
obtienen a partir de la relacién entre los flujos de potencia en la direcccion normal asociados
a las ondas reflejada e incidente, por un lado, y entre los correspondientes a las ondas
transmitida e incidente, por el otro. En el caso de incidencia normal, estas relaciones se
obtienen a partir de los vectores de Poynting respectivos, es decir

B |Eq B |Eq f
_IRlI_ 27, _ _IRI_ 20, __om
R=1I'= =|pf T=1U= =|rf 1L (4.51)-(4.52)
[P |EOi|2 P |E0i|2 n,
2n, 2n,

Luego, el balance de potencias anterior se cumple si se verifica la relacién

lop+ir =1 (4.53)

2

lo que podemos comprobar facilmente, sustituyendo los coeficigmtes T por sus

expresiones correspondientes, (4.43) y (4.44). Por otro lado, B wér, por definicion,
cantidades positivas, se debe cumplir, ademas, la propiedad

0<R T<1 (4.54)

De lo contrario, se violaria el principio de conservacion de la energia.

Podemos comprobar, también, de forma inmediata que, cuando existe adaptacion de
impedancias (es decin, =n,), se obtiengp=0 y 7 =1, por lo que no habra reflexion en

la superficie y toda la potencia incidente serd transmitida a la region Il. Este resultado puede
parecer de perogrullo, ya que se puede considerar que, de hecho, no hay cambio de medio
alguno en ese caso. Sin embargo, el concepto de adaptacién de impedancias, analogo al
empleado en teoria de circuitos, es mucho mas potente de lo que parece, tal como veremos
en la seccion 4.7.

La situacién opuesta, en la que toda la potencia incidente se refleja y no se transmite
potencia a la region Il, es justamente la obtenida en el caso de incidencia sobre conductores
perfectos. En este caso, la reflexion producida en la superficie daba lugar a la formacién de
una onda estacionaria en el diélectrico de la regién I. Si entendemos el fenbmeno de la
reflexion en conductores como un caso particular de incidencia en el que se Rmplg
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T = 0", nos podemos preguntar ahora si obtendremos un comportamiento similar en el caso
general. Para responder a esta pregunta, debemos sumar de nuevo los campos eléctricos
asociados a las ondas incidente y reflejada, para obtener la siguiente expresién fasorial para
el campo total presente en la region |

E,=E+E=F € ypg &y

Manipulandola convenientemente, obtenemos

A

B, =(1+p)Ege " yrp Ry (&7 - &%)y
=TE,e ™ y+2 pE; ysenk z (4.55)

donde hemos hecho uso de la relacién (4.41). El primer término de la expresién final
corresponde a una onda plana que se desplaza en la direccién de la onda incidente, mientras
gue el segundo término es analogo al de la expresion (4.22), correspondiente a una onda
estacionaria, resultante de la interferencia de la onda incidente con la onda reflejada. En el
caso particular p -~ -1, T - 0, ambas expresiones son idénticas. En el caso general, la

presencia de la onda progresiva en la expresién (4.55) se debe a que ahora no toda la
potencia se refleja. Por este motivo, una onda como la representada por dicha expresion
recibe el nombre denda parcialmente estacionaria

Las ondas de este tipo se pueden caracterizar mediante la denomiacida de
onda estacionaria &, la cual se define como la relacién entre los valores maximo y minimo
gue toma el campo instantaneo en el medio de la region |, es decir

5= Smax (4.56)

Teniendo en cuenta que una onda parcialmente estacionaria es el resultado de la
superposicién de una onda incidente y una onda reflejada, la amplitud del campo total sera
maxima en aquellos puntos en los que ambas ondas tengan la misma fase y minima en los
puntos en los que las ondas estén en contrafase, es decir

" Es interesante comprobar que en el caso limjte- O, segln las expresiones (4.43) y (4.44), se
obtienep —~ -1y T —» 0. Desde este punto de vista, podemos considerar un conductor perfecto

como un dieléctrico de impedancia nula. En este caso, utilizando la terminologia de circuitos,
podemos considerar que hemos “cortocircuitado” el dieléctrico de la region | colocando un conductor
perfecto en su extremo.

18 Se denomina también con las iniciales, ROE (0 SWR, del isgléding wave ratio).
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S= (+pNEy _ 1+lp| (4.57)
(-lpDEs 1ol

En la figura 4.13 hemos representado la envolvente del campo para un valor de
p>0". En este caso, la amplitud de oscilacién del campo instantaneo alcanza los valores

extremos

E= &, = 1H|0| si z=

N?>

£ =1l s z=@m+)

Si el medio de la region Il fuera un conductor perfecto, tendriamesl | don lo que los

minimos de oscilacién serian puntos de oscilacion nula o nodos de la funcion, es decir, la
onda seria una onda estacionaria pura, tal como vimos en la seccién 4.2.2.

©» W

1+p

1-p

v
N

A A2 A4

~(1-p)
~(1+p)

Fig. 4.13 Envolvente del campo instantaneo en una onda parcialmente estacionaria

9 a envolvente del campo instantaneo representa la amplitud de la oscilaciéon temporal del mismo.
Para obtenerla basta hallar los valores extremos de la funcién del campo instantaneo norimalizado (

considerandoE; =1 para la onda incidente). La funcion correspondiente al campo dado por la
expresion (4.55) es de la fornféz, t) = (1+ p) coswt cok z+ (- p )sewt sel z cuyos valores

extremos sonf_, = #(1+ p2 +2pcosZklz)ﬂ2 los cuales se obtienen facilmente a partir de la
derivada temporal de #(t,.)
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4.4 Incidencia oblicua sobre conductores perfectos
4.4.1 Planteamiento del problema

Hasta ahora nos hemos limitado al estudio de la incidencia normal de ondas planas,
tanto sobre conductores como sobre dieléctricos. El analisis de estos casos sencillos nos ha
permitido profundizar en lo que podriamos llamar la “fisica del problema”. Por otro lado,
podemos extrapolar sin dificultad muchas de las conclusiones obtenidas a casos mas
generales.

Abordemos, por ejemplo, el problema general de la incidencia de ondas planas sobre
conductores perfectos, ahora con un angulo cualquiera. Como ocurria en incidencia normal,
debemos asumir la existencia de una onda reflejada, originada a partir de la interaccién entre
el campo de la onda incidente y los portadores de carga libre presentes en el conductor. Esta
onda reflejada sera la encargada de extraer la potencia electromagnética aportada por la onda
incidente. Logicamente, para que el balance energético sea nulo, las dos ondas deben tener la
misma amplitud, resultado que ya habiamos obtenido para incidencia normal. De hecho,
podemos adelantar que se cumpliran las tres propiedades observadas (conservacion de la
polarizacién y de la amplitud y desfasdje =7 entre las ondas incidente y reflejada) en

este ultimo caso.

¢ Qué diferencia habra, pues? En el caso de incidencia normal habiamos supuesto que
la onda reflejada se propagaba en la misma direccion y en sentido opuesto al de la onda
incidente, lo cual se ajustaba perfectamente a nuestra intuicién, aunque no lo hubiéramos
demostrado explicitamente. Sin embargo, el hecho de las expresiones obtenidas para el
campo total cumplieran las condiciones de contorno era una demostgoasterioride
gue habiamos dado con la solucion del problema (segun reza el teorema de unicidad de las
soluciones de las ecuaciones de Maxwell). En el caso de incidencia oblicua podriamos
efectuar el mismo razonamiento: suponer que las ondas incidente y reflejada tienen la misma
direccion y sentido opuesto y verificar que se cumplan las condiciones de contorno en la
superficie del conductor. El resultado seria, no obstante, negativo, por lo que no vamos a
perder mas tiempo en este asunto, ya que ello no nos llevaria a ninguna parte.

Por lo tanto, esta vez, partiremos de la hipétesis opuesta, es decir, supondremos que
la onda reflejada se propaga en una direccion distinta de la de la onda incidente cuando ésta
no incide normalmente sobre el conductor. El problema se hace ahora mateméaticamente mas
complicado, por lo que vale la pena pensar un poco antes de empezar a resolverlo. La
primera medida que se debe tomar consiste en fijar los ejes de coordenadas estratégicamente,
con el fin de eliminar componentes en los vectores. Para ello, se defplenel de
incidencia de la forma siguiente: supongamos que tenemos una onda plana polarizada
linealmente que incide sobre un conductor plano, desviada un cierto &gelspecto a la

direccion normal (Fig. 4.14a). Llamamos plano de incidenqiaab formado por el vector
de propagacion de la onda incidenﬁa y el vector 'n normal a la superficidy dirigido
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hacia el exterior del conductor, tal como habiamos convenido en la seccién 4.2.1), mientras
que 6, recibe el nombre déngulo de incidenciaPor el hecho de contener el vecforel

plano de incidencia es perpendicular a la superficie del conductor

Una vez definido el plano de incidencia, podemos fijar los ejes de coordenadas
manteniendo el criterio adoptado para incidencia normal, de manera que Zlseg
perpendicular a la superficie del conductor y los ¥jesY estén contenidos en ella. Como
tenemos varias posibilidades para éstos ultimos, lo mas adecuado sera imponer que uno de
ellos, por ejemplo el ej¥, esté contenido ademas en el plano de incidencia, tal como indica

la figura 4.14. De este modo, el vector de propaganéséIo tendra dos componentes no
nulos, ky, y k. Luego, podemos expresar dicho vector, en funcion del angulo de
incidencia, de la forma

k, =kk, =k(sen, § +cosh, ?) (4.58)

dondek es la constante de propagacion de la onda en el dieléctrico.

Y
plano de
incidencia A %
‘\k ~Kk
.o
"‘e\ ~Z A 9r< X
e g Z
F )
e

@) / (b)
(a)

Fig. 4.14 (a) Los vectores’.zi y n definen el plano de incidencia (plano YZ, segin

se han fijado los ejes en este caso). El vector de propagai;iésté incluido

también en el plano de incidencia. (b) Vista de perfil de la situacion anterior,
desde un punto situado sobre el eje X. El angulo de reflexion se define de forma
similar a la del angulo de incidencia
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Vamos a aceptar ahora que el vector de propageﬁ;iétme la onda reflejada esta
contenido también en el plano de incideffciBefiniendo elangulo de reflexiord, como el

angulo formado por el vectoIEr con la recta normal a la superficigig. 4.14b), podemos
expresar dicho vector de la forma

k. =kk, =k(semd, §-cosd, 2) (4.59)

En cuanto a los campos eléctricos asociados a las ondas incidente y reflejada, seran fasores
del tipo

F) — EO' Sik@E — Eoi e—jk(serei §+cosd; 2) (4.60)
)

-jk® _ = —jk(serd, §—cos, 2
el = B, g7 k(e ycoh 2) (4.61)

Descomposicion de la onda incidente en dos ondas polarizadas linealmente

Como empieza a ser habitual, nuestro caballo de batalla sera la aplicacion de las
condiciones de contorno para el campo total en la superficie de separacién. Si consideramos
gue la onda incidente esta polarizada en una direccién cualquiera, tendremos, a lo sumo, dos
componentes del campo eléctrico tangenciales a la superficie, y lo mismo ocurrird para la
onda reflejada. Por consiguiente, podemos descomponer la condicién (4.5) de la forma

(Ey + E, )|, =0 (4.62)
(Ey *+ Ey)|,,, =0 (4.63)

En este punto, el concepto de plano de incidencia se nos revela de una gran utilidad,
ya que nos permitird la simplificacion del proceso, mediante el siguiente procedimiento:
descomponemos la onda incidente, cuya polarizacidn, en el caso mas general, serd eliptica,
en dos ondas planas con el campo eléctrico polarizado linealmente en direcciones
ortogonale¥, como se indica en la figura 4.15, de modo que en una de ellas el fasor de
campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia, mientras que en la otra es perpendicular a
él, lo que podemos expresar matematicamente de la forma siguiente:

Ei =5t ED (4.64)
i+ Hio (4.65)

a demostracién de este supuesto la dejamos para méas adelante.

2lv/er seccién 3.3.1.
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donde los camposi;, y H; estan relacionados, respectivamente, &ny E;, por la

condicién H ==k x E.

S|

De este modo, conseguimos reducir el problema general en dos casos mas sencillos,
esto es, el de una onda con el campo eléctrico polarizado linealmente segun el plano de
incidencia y el de una onda con el campo eléctrico polarizado perpendicularmente. Las
expresiones que obtengamos en ambos casos para el campo total en el dieléctrico pueden ser
utilizadas luego para ondas con una polarizacién cualquiera, por medio de las relaciones
(4.64) y (4.65).

plano de
incidencia

(b)

Fig. 4.15 (a)Descomposicion de la onda incidente en dos ondas
polarizadas linealmentéb) Representacion esquematica (de perfil) de la
situacion anterior

(a) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia
Segun hemos fijado los ejes de coordenadas en la figura 4.15, la direccion
perpendicular al plano de incidencia coincide con la deKejalego, si imponemos que el

campo eléctrico de la onda incidente esté polarizado linealmente segun esta direccion, la
componente en la direccion del &fedebe anularse.¢., E, =0), con lo que, por fuerza,

debera ser tambiék,, =0, para que se verifique la condicion (4.63). Por consiguiente, las
expresiones vectoriales (4.60) y (4.61) se reducen a

Ei () = Eg &g Gy codz) (4.66)
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E,(F) = Egp X & Koy cofz) (4.67)

Tal como ocurria en el caso de incidencia normal, el estado de polarizacion de la
onda incidente se mantiene intacto tras la reflexion (Fig. 4.16). Por otro lado, sustituyendo
(4.66) y (4.67) en (4.62), obtenemos

— jk (serg, 5 ik - —
B e ety coazlzzo + B, gk ety cf2 ;:O =0 (4.68)
Es decir, se debe cumplir
Ej € %Y + g, ek 8y =0 (4.69)
0, lo que es lo mismo,
EOrD — —jk(semd - sef), ¥
=-e e (4.70)

EOi 0

para que la condicién (4.62) se satisfaga.

AY
\JE”
I:|r||
NSTAND
AT 7
Ellv/
“Hy, L

Fig. 4.16 Reflexion de una onda plana uniforme con el campo eléctrico
polarizado linealmente en la direccion perpendicular al plano de
incidencia. El estado de polarizacion se mantiene tras la reflexion en la
superficie del conductor

Por tratarse de ondas planas y uniformes, los términos de ampljtug E, son

constantes. Por lo tanto, si el término de la izquierda de la igualdad (4.70) es una constante,
el término de la derecha también debe serlo. La Unica posibilidad de que ello ocurra es que
seaserf. = sefl o, lo que es lo mismo,
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6, =8 (4.71)
(ya queO< 6,,6, < m/2), para que desaparezca la dependencia €anemos, pues, como

primera conclusién, que para que se verifigue la condicién de contorno (4.5) para las
componentes tangenciales del campo eléctrico en la superficie del conduéatayulo de
reflexion debe ser igual al &ngulo de incidendn este caso, la relacion (4.70) entre las
amplitudes de las ondas incidente y reflejada se reduce a

EOrD

=-1 (4.72)
EOiD

gue es la misma que habiamos obtenido en el caso de incidencia normal. Es decir, de nuevo
obtenemos que la amplitud de la onda incidente debe conservarse tras la reflexion para que el
campo total en el dieléctrico pueda satisfacer las condiciones de contorno justo en la
superficie de separacién con el conductor, mientras que aparece un désfageentre las

ondas incidente y reflejada, representado por el signo “-” en la expresiéon (4.72). Segun este
resultado, el campo eléctrico de la onda reflejada queda de la forma

E, (F) = —E4 X € Keemy-cosiz) (4.73)

Antes de proseguir, recordemos que hemos aceptado como supuesto la pertenencia a un
mismo plano, perpendicular a la superficie del conductor y al que hemos convenido en llamar plano
de incidencia, de las direcciones de propagacion de las ondas incidente y reflejada. Podemos utilizar
ahora un razonamiento similar al efectuado para obtener la relacion (4.71) entre los angulos de
incidencia y de reflexion para comprobar que ello, efectivamente, es asi.

Tomemos como punto de partida la hipétesis contraria, es decir, supongamos que el vector
de propagaciérﬁ de la onda reflejada no esta contenido en el plano de incitfendial como
hemos fijado los ejes en la figura 4.14, dicho plano corresponde con el@apor o que, en este
caso, el vectoﬁ debera tener una componente no nula en la direccion d¢l jle que llamaremos
k... Por consiguiente, deberemos reescribir la expresion (4.59) de la forma

k, = k, X+ ki(senf, y-cos8

sin que resulte alterada la expresién (4.58) para el vEctﬂE la onda incidente.

%2 Recordemos que, segin hemos definido el plano de incidencia, el vector de proplgatabe
estar contenido forzosamente en él.
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Nuestro objetivo consiste en demostrar que la compomigntéebe anularse para que se

verifiqguen las condiciones de contorno en la superficie del conductor. Consideremos, por ejemplo, la
condicién (4.68) para una de las dos componentes tangenciales del campo eléctrico, de donde
habiamos obtenido las relaciones (4.69) y (4.70). En este caso, deberiamos reescribirlas de la forma

EODe_Jkserﬂy + EO 0 e_J erX+k Ser6r y ): 0
| r

Born = _glkwx g k(sert, - se8, y
EOiD

Como ya hemos visto anteriormente, para que se cumpla esta Ultima igualdad, el término de
la derecha debe ser constante. Luego, ademas de la corfdliciéh , debe cumplirse

tal como queriamos demostrar.

(' b) Onda incidente con polarizacion lineal paralela al plano de incidencia

Segun la figura 4.17, en este caso el campo eléctrico de la onda incidente carece de
la componente en la direccion del ek, =0. En cuanto a las otras dos componentes, se

cumple

De la condicidn (4.62) obtenemos que la onda reflejada tampoco tendra componente
en dicha direccién. Teniendo en cuenta que se debe cumplir, adéméi , por tratarse

de una onda plana, el campo eléctrico de la onda reflejada nos quedara como se indica en la
figura. Matematicamente, podemos expresarlo de la forma

E,(7) = Eq ((Cosf §+serg 2) gl@ermycosz) (4.75)

Luego, nos queda la componente en la direc¢iéomo Unica componente tangente
a la superficie del conductor. Aplicando la condiciéon de contorno correspondiente (4.63),
obtenemos

Eq Co% € ™ + E, \ co®, €Y =0

y de aqui,
Eor —_ cos o lk(serf - seh, y
= cosj

r
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Por consiguiente, de nuevo debe cumplirse

=-1 (4.76)

para satisfacer las condiciones de contorno, con lo que nos queda, para la onda reflejada

E, () = —Eg (cosf] §+seng 2) ¢kiemy=codz) (4.77)

Fig. 4.17 Reflexion de una onda plana uniforme con el campo eléctrico
polarizado linealmente en la direccién paralela al plano de incidencia.
Como en el caso anterior, el estado de polarizacion se mantiene tras la
reflexion en la superficie del conductor

4.4.2 Ondas estacionarias mixtas

Tal como hicimos en el caso de incidencia normal, una vez obtenidas las expresiones
generales para el campo eléctrico de la onda reflejada, podemos estudiar el comportaminento
del campo total resultante de la superposicion en el dieléctrico de las ondas incidente y
reflejada. Recordemos que, en el caso de incidencia normal, el campo total presente en el
dieléctrico tras la reflexion quedaba determinado por una funcién periédica que dependia
Unicamente de la distancia al conductor, funcién que habiamos convenido en llamar onda
estacionaria, ya que no se producia propagacion de sefial ni transmision de potencia alguna.

Por otro lado, podemos considerar el caso de incidencia normal como un caso
particular de incidencia, en el que se cum@le 0. En el caso generag, # 0, podemos
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prever un comportamiento mas complejo para el campo total presente en el dieléctrico. En
concreto y tal como hemos fijado los ejes de coordenadas, nos aparecera una doble
dependencia, tanto de la coordenadaomo de la coordenadd para el campo total.
Veamos a continuaciéon como resulta ser esta dependencia en los dos casos estudiados en la
seccion 4.4.1:

(a) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia

Sumando las expresiones (4.66) y (4.73), correspondientes, respectivamente, a las
ondas incidente y reflejada, obtenemos la siguiente expresion fasorial para el campo eléctrico
total:

E,(F) = Egu X e—jkserﬁ,y(e—jk cofiz _ gk coSz):

. (4.78)
= -2jE4 % senk co$, z )¢ sy
En cuanto al campo magnético, tenemos, para las ondas incidente y reflejada
X % z
- o _1~ = _1 —KE _
Hip(f) ==k xEp=—=| 0 sem§ cofle ™" =
n rl EOiD O 0
- E0iD| (COS@i )7—Ser19i 2) e—jk(serﬂ,y+ co#lz)
n
X % z
I:|,D(r")=1kAr xE,==| 0 serd - cofle’™"=
1 T_g,, o 0
— EOiD| (COSGi 9+ser€i 2) e—jk(serﬂy— coflz)
n
y —_— — —
Ho(M) =Hig (M) +H, () =
(4.79)

=2@[c056?i cosk cofz y+ jserd senk ca z} ek
n

para la intensidad de campo magnético total.
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(b) Onda incidente con polarizacién lineal paralela al plano de incidencia

Para el campo eléctrico total obtenemos, sumando las expresiones (4.74) y (4.77),
correspondientes a las ondas incidente y reflejada

E,(7) = -2E, "[jcosﬁ?i senk co8z Y+ jserd cosk co8 z‘i glksemy (4.80)

Para el campo magnético, obtenemos

3 Aoz E, )
Hi||(r) =1ki X E| ”: —ﬂ)’ze‘lk(serﬂiw cos z )
n n
Hfll(r) :ik\l’ X EY”:_E)ze_jk(sergiy_ Coglz)
L n
H,(F) = Hy (7 . (F) = EOi”A < jk seng,y
H||(r)—Hi||(r)+Hr|(r)——ZTxcos(k cof z )e : (4.81)

Es inmediato comprobar que en el caso particllar0 recuperamos las
expresiones obtenidas en la seccion 4.2.1 para incidencia normal. Para vagrefdel

campo total en el dieléctrico presenta, como hemos dicho, una doble dependengianen

Z. Para analizar este comportamiento consideremos, por ejemplo, la expresion (4.78), que
representa la funcion del campo eléctrico total en el caso de polarizacion perpendicular.
Podemos identificar los términdsseng, y kcosg, con las componentes en las direcciones

Yy y 2, respectivamente, del vector de propagacion de la onda incidente, el cual, segln
(4.58), era de la forma

ki = k(sergl y+cos] 2
Por consiguiente, podemos reescribir la expresion (4.78) como sigue
E(F) = —2jE, % senf, z)e " (4.82)
dondek;, =kseng, y k;, =kcosf,. Imponiendo, para simplificar, que el fasor de amplitud

Ey,o sea una magnitud real (o, lo que es lo mismo, que la fase inicial de la onda incidente
sea nula), el campo instantaneo resulta ser de la forma

£,(F 1) = —2E4.% senk, z) senpt- K, y) (4.83)
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#,(F 1) =237@cosﬁ?i cosk, z ) cospt- k, y )
E” (4.84)
+22—9% senp, serk,z )senft— k vy )
n

Segun este resultado, si nos fijamos en un punto d& gjeos desplazamos a lo
largo del ejeZ, esto es, perpendicularmente a la superficie del conductor, el término
sen@t -k, y) del campo eléctrico permanece constante, con lo que se obtiene un

comportamiento analogo al de la onda estacionaria de la expresion (4.23). La Unica
diferencia respecto a ésta Ultima estriba en las posicipnede los nodos de la funcion

(Fig. 4.18), las cuales vienen dadas ahora por
ki,z, = nm (4.85)

dondem representa el numero de orden del nodo, con lo que la distancia entre dos nodos
consecutivos vale

Az=T-_ T - A (4.86)
ki, kcosf, 2 co%

es decir, aumenta con el &ngulo de incidencia.

Fig. 4.18 Dependencia espacio-temporal de la func{dr83). Para un
valor dey fijo, el comportamiento es analogo al obtenido en la figura
4.7 para una onda estacionaria pura

Por otro lado, si nos fijamos en un punto cualquiera d&l gjaos desplazamos a lo
largo del ejeY (esto es, paralelamente a la superficie del conductor y al plano de incidencia),
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el término k;,z de la expresion (4.83) permanece ahora constante, con lo que la funcion

resultante corresponde a la de una onda plana cuya fase se propaga en esta misma direccion
con una velocidad
W

- 4.87
kseng ( )

w
V=—=

Finalmente, si nos fijamos en la expresion (4.84), obtenida para la funcion de
intensidad de campo campo magnético instantaneo, observamos exactamente el mismo
comportamiento en ambas componentes. Debido a este doble comportamiento, representado
en la figura 4.18, de onda estacionaria en la direccion perpendicular al conductor y de onda
viajera en la direccion paralela, las funciones de campo (4.83) y (4.84) reciben el nombre de
onda estacionaria mixta

Habida cuenta de las caracteristicas que acabamos de observar para una onda
estacionaria mixta, podemos prever que no habra flujo neto de potencia alguno en la
direccion perpendicular a la superficie del conductor y si en la direccién paralela a la
superficie y al plano de incidencia. Para comprobar que, efectivamente, ello es asi, basta con
obtener el vector de Poynting medio correspondiente. En el caso de polarizacion
perpendicular, comparando las expresiones (4.78) y (4.79), vemos que la componente del
campo magnético tangente a la superficie del conductor se encuentra en cuadratura de fase
con el campo eléctrico, por lo que no contribuye al transporte de potencia, ya que el producto
entre ambos da como resultado un término imaginario puro. Por el contrario, la componente
normal del campo magnético se encuentra en fase con el campo eléctrico, y da lugar a una
contribucién real. La expresioén resultante para el vector de Poynting medio es

ﬁm=£Re[EDxHDD]=
2
O

]
_ E, ... g
=%Reﬂ— 2jE,, senk,z )" xx (-2 )@senei ser, z § vV 4=
n

H

2
= ZMSGI’Q seh K,z (4.88)
n

donde esta vez hemos considerado también la posibilidad de una arglittmnpleja.

Por otro lado, si observamos las expresiones (4.80) y (4.81), obtenidas para los
campos eléctrico y magnético totales en el caso de polarizacién paralela, vemos que su
comportamiento es totalmente anélogo al obtenido en el caso de polarizacién perpendicular,
pues se forma también una onda estacionaria mixta que se propaga a lo largo del plano de
incidencia y de la superficie del conductor. La expresion que se obtiene en este caso para la
densidad media de flujo de potencia es
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|E

2
P =1Re{ E, F|"D] =2 ol send, cod k. z )y (4.89)

2 n

Por consiguiente, existe una transmision neta de potencia en la direccion de

propagacion de la onda. Podemos afirmar, pues, como conclusién, que el campo presente en
un dieléctrico limitado por un conductor perfecto tras la reflexién de una onda plana permite
la transmisién de sefial en la direccién paralela a la superficie del conductor y al plano de
incidencia.

Ejemplo 4.3 Guias de onda de paredes conductoras

El fendmeno de formacion de ondas estacionarias mixtas tras la incidencia
oblicua de una onda plana sobre un conductor perfecto encuentra una aplicacion
practica de gran transcendencia en las llamadas guias de onda de paredes
conductoras, a cuyo estudio dedicaremos buena parte del capitulo siguiente. A
grandes rasgos, podemos entender su funcionamiento mediante un razonamiento
similar al efectuado en la seccidn 4.2.2 para ilustrar el comportamiento de una
cavidad resonante.

Como en este (ltimo caso, imaginemos que disponemos dos paredes
conductoras una frente a otra y separadas por una distirtalacomo muestra la
figura 4.19a. Supongamos que hemos excitado una onda plana en la region situada
entre ambas, formada por un medio dieléctrico cualquiera, de modo que incida
oblicuamente sobre una de ellas, por ejemplo, en la que aparece situada en el plano
z=0 en la figura. Segun hemos visto, la superposicion de esta onda con la onda
reflejada en la pared dara lugar a la formacién de una onda estacionaria mixta. Por
otro lado, y debido a la presencia de la segunda pared, situada en & plado el
campo total en el dieléctrico debe satisfacer la siguiente condicién adicional:

tan|,__4

Comparando las figuras 4.18 y 4.19a, resulta evidente que en régimen permanente
sélo puede aparecer un campo estable si se cumple la condicién

=mt (4.90)

conm entero, necesaria para que uno de los nodos de la funcién del campo total esté
situado justo erz=-d (Fig. 4.19b). Luego, coR;, = kcosf,, solo podemos excitar
en el interior de la guia, en régimen permanente, ondas planas con un angulo

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 321

cosf, = m-L
kd

De no cumplirse esta condicion, las multiples reflexiones producidas en ambas
paredes dan lugar a interferencias destructivas. Unicamente cuando se cumple la
condicion anterior, las distintas reflexiones interfieren constructivamente, y se forma
una onda estacionaria mixta estable, la cual se propaga a lo largo de la guia. Esta
onda recibe el nombre deodo de propagacién modo propio de la guiaPor lo

tanto, en una guia como la de la figura 4.19 sélo pueden excitarse tantos modos
como valores posibles da tengamos. La velocidad de fase con que se propagan
estos modos viene dada por

v=®-_ _© - w (4.91)

k\/l—co§6i_ - ng
< =G

Evidentemente, la velocidad sélo puede tomar valores reales, por lo que debe
cumplirse, ademas, la condicién

k>mE
d
0, lo que es lo mismo,
m<Xd - 2d (4.92)
T A

para que el modo en cuestién se propague por el interior de la guia. Es decir, en una
guia formada por dos paredes conductoras s6lo podemos excitar un cierto numero de
modos, limitado por la longitud de onda de la onda incidente y por la separacion
entre las paredes. Cada uno de estos modos se caracteriza por el valor de
correspondiente, denominaddmero de ordew, simplementeprdendel modo en
cuestion. El valor tiene su reflejo en el nimero de nodos que presenta la funcion del
campo a lo largo del plano transversal de la guia (Fig. 4.19b). Por otro lado, para
cada valor dem tenemos dos tipos de excitacion posibles: mediante ondas con
polarizacién perpendicular al plano de incidencia y mediante ondas con polarizacion
paralela. En el primer caso, segun la expresion (4.78), se generan modos propios con
el campo eléctrico paralelo al plano transversal de la guia, los cuales se denominan
modos transversales eléctricas,simplementanodos TE En el segundo caso, se
generarmodos transversales magnétiammodos TMya que, segln las expresiones
(4.80) y (4.81), el campo magnético es transversal, mientras que el campo eléctrico
presenta una componente en la direccién longitudinal.
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Ny

(b)

Fig. 4.19 (a)Guia de onda formada por dos paredes conductoras, separadas
por un medio dieléctrico de grosdr La reflexion de una onda plana en una de
las paredes daré lugar a la formacién de una onda plana miajd&n régimen
permanente soélo existirdn ondas que cumplan las condiciones de contorno en
ambas paredes, denominadas modos propios de la guia

Cargas y corrientes inducidas en la superficie del conductor

Segun la expresion (4.78), cuando el campo eléctrico de la onda incidente presenta
polarizacién perpendicular al plano de incidencia, el campo eléctrico total que se forma en el
dieléctrico es tangente a la superficie del conductor. Por este motivo, no se induce carga
alguna, al igual que ocurria en el caso de incidencia normal. Por el contrario, cuando la
polarizacién del campo incidente es paralela al plano de incidencia, si que se induce una
distribucion superficial de carga en el conductor, al presentar el campo eléctrico total una
componente normal a la superficie del mismo. Aplicando la condicién de contorno (4.6) a la
expresion (4.80), obtenemos el siguiente fasor de densidad de carga inducida

o=(-2){e E)|Z=0 = 2¢E,, serg, € (4.93)

En cuanto a la corriente inducida, obtenemos, aplicando la condicion de contorno (4.8)

Js =(-2) x Hy

=2 Eoo g cosg e (4.94)
= n

para el caso de incidencia con polarizacion perpendicular y
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Js=(-2x A, ge kY (4.95)

=2
z=0

para el caso de incidencia con polarizaciéon paralela.

4.5 |Incidencia oblicua sobre dieléctricos

El estudio de casos de incidencia sencillos, tanto sobre medios dieléctricos como
sobre conductores, nos ha permitido ofrecer con cierto detalle una vision de los fenébmenos
fisicos involucrados. Ahora podemos abordar el problema general de la incidencia sobre
medios dieléctricos de forma sistematica, partiendo de la base de que los fenbmenos que
aparezcan seran basicamente los mismos que los observados en el caso de incidencia normal,
sin que dependan en esencia de la direccién de la onda incidente. Las consideraciones de
partida seran, pues, las siguientes:

» Los medios dieléctricos son lineales, isotropos, homogéneos y no conductores.

* No hay aportacion externa de cargas libres, con lo que sé6lo pueden aparecer
distribuciones de carga y de corriente de portadores ligados al medio.

e« Como resultado de la interaccién entre la onda plana incidente y las cargas
ligadas al medio de la regién Il, se formara una onda reflejada, dirigida hacia la
region |, y una onda transmitida, dirigida hacia el interior de la region Il (Fig.
4.20).

Fig. 4.20 Incidencia oblicua de una onda plana sobre un medio
dieléctrico no conductor

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



324 Campos electromagnéticos

Por consiguiente, las condiciones de contorno que deben satisfacerse en la superficie
de separacion seran las mismas que utilizamos en la seccién 4.3.1 para tratar la incidencia
normal, es decir

Aix(E, - B =0 (4.96)
Ax(H, - Hl)|S =0 (4.97)

Por otro lado, el procedimiento que seguiremos sera el mismo que el realizado para
el caso de incidencia oblicua sobre conductores: en primer lugar, vamos a determinar las
leyes que fijan las direcciones de propagacion de las ondas generadas, para luego determinar
los campos asociados a las mismas, descomponiendo la onda incidente, polarizada
elipticamente en el caso general, en dos ondas polarizadas linealmente en direcciones
ortogonales.

4.5.1 Leyes de Snell para la reflexion y la refraccion de ondas planas

Recordemos que habiamos podido comprobar, en el caso de incidencia oblicua sobre
conductores, que para que se cumplieran las condiciones de contorno en la superficie del
conductor las direcciones de propagacion de las ondas incidente y reflejada debian estar
contenidas necesariamente en un mismo plano, perpendicular a la superficie, al que
habiamos convenido en llamar plano de incidencia. Esta propiedad, conocidaricoena
ley de Snellen honor a su descubridor, se cumple independientemente de si el medio que
constituye la regién Il es un conductor o un dieléctrico. En el caso de incidencia sobre
medios dieléctricos, ademas, es facil demostrar que se verifica también para la onda
transmitida, ejercicio que dejamos para el lector.

Bajo este supuesto, si fijamos los ejes de coordenadas como se indica en la figura
4.20, de forma que el plano de incidencia coincida con el Mang definimos losangulos
de incidencia, de reflexionde transmisiorg, , 6, y 6, , respectivamente, como los angulos

gue forman los vectores de propagacl?pr,l Izr y Rt, de las ondas incidente reflejada y

transmitida con la normal a la superficie de separacién entre los dos dieléctricos, podemos
expresar matematicamente los campos eléctricos asociados de la forma

(F) = E, & kalserdy+ cofz)
E (F) - EOr e—jkl(serﬂ,y— co$, z)
r
EI(F) — EOt e—jk2 (senb,y+ co¥,z )

La onda transmitida se denomina también omnefaactada (Se entiende por
refraccién el paso de una onda electromagnética de un medio dieléctrico a otro).
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Por otro lado, al coincidir la superficie de separacion con el pfan® (Fig.
4.20), podemos descomponer la condicién de contorno (4.96) como sigue:

(Eix + Erx )|Z=O = Etx|2=0 (498)
(Ey, + EW)|Z:O = E, (4.99)

z=0

Expresando los fasores de amplitud de la folfga= Eg, X+ By Y+ B, zpara la

onda incidente, y similarmente para las ondas reflejada y transmitida, y aplicando la
condicion (4.98) para la componente en la direccion de{,ebtenemos la expresion

EOiXe—Jklsefﬂ.y + Ey, g ki sey — E, alko sefly

similar a (4.68), con la diferencia que ahora aparece, ademas, el término correspondiente a la
onda transmitida. Despejandg,, , obtenemos

Ey = —E, @ Jka(send —sed y | E, gl Kz se =k, sdhy) (4.100)
IX rx X )

Al ser Eg, un término de fase constante, por fuerza el término de la derecha de la
igualdad deber serlo también, por lo que se debe cumplir

6 =6 (4.101)
k,ser8 =k, se#, (4.102)

La relacién (4.101), conocida comodagunda ley de Snelfa habia sido obtenida
para incidencia sobre conductores. En cuantaerdara ley de Snelkuele escribirse méas a
menudo de la forma
n,send =n, seld (4.103)

donden, y n, representan los indices de refraccion de los dieléctricos que constituyen las
regiones | y Il, respectivamente, los cuales se definen mediante la relacion (4.45).

4.5.2 Ecuaciones de Fresnel

En conjunto, las tres leyes de Snell determinan completamente las direcciones de
propagacion de las ondas reflejada y transmitida, en funcién de la de la onda incidente. Una
vez obtenidas estas direcciones, el siguiente paso que se debe realizar consiste en hallar unas
expresiones generales que relacionen entre si los campos respectivos. Estas expresiones son
conocidas comunmente coneguaciones de FresndPara ello, vamos a descomponer la
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onda incidente, que en el caso mas general tendra polarizacion eliptica, en dos ondas con el
campo eléctrico polarizado linealmente, segun las direcciones paralela y perpendicular al
plano de incidencia, utilizando para ello la notacibn empleada para el caso de incidencia
sobre conductores. Para el campo eléctrico, tendremos

E

|

E,+ Bo (4.104)

y, para el campo magnético,
H; = Hy + H; (4.105)

(a) Onda incidente con polarizacion lineal perpendicular al plano de incidencia

Empecemos por la onda polarizada linealmente en la direcciéon perpendicular al
plano de la incidencia. Tal como se han fijado los ejes en la figura 4.20, esta direccion
coincide con la del ej¥, por lo que podemos expresar el fasor de campo eléctrico asociado a
la onda de la forma

E_ (F) = Eq & & fatsemy+ cosz)
I

Los campos asociados a las ondas reflejada y transmitida, asumiendo que mantienen la
misma polarizacion, seran de la forma

E D(F) — EO D5\(e-jk1(ser19ry— co$, z)
r r

EtD (f) — EOtD X e—jkz(ser61y+ co$,z)

Teniendo en cuenta la equivalenéig, = E,, E,, = B,y Y Egy = Eyy, junto con

la segunda y la tercera leyes de Snell, (4.101) y (4.102), la relacién (4.100) nos queda de la
forma

Eoip + Eon = Eap (4.106)

En el caso de incidencia sobre conductores, teniafps- 0, con lo que esta

relacion bastaba para determinar la amplitud de la onda reflejada. En el caso de incidencia
sobre dieléctricos, la presencia de la onda transmitida nos obliga a hallar una relacion
adicional, que obtendremos a partir de la condicién de contorno (4.97) para las componentes
tangenciales del campo magnético, la cual se descompone de la forma

(H, + er)|2:O = Htx|2:0 (4.107)
(Hy *+Hy)| _ =Hy (4.108)

z=0
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Las expresiones genéricas del campo magnético asociado a cada una de las ondas
involucradas se obtienen mediante la relacion habiﬁhai,n'lkx E, lo que nos da

— ~ E. . o
Hin () =ﬂ(cosei y—serd 2) e jk;(serBy+ co§ z )
1

— . E ) o .
Hip (r)= _ﬂ(COSQr y+ser9r 2)e jky(serb, y=cof| z )

m

— . E . . N
H (F) = =22 (cosh, § — serp, 2) e ka(serbiy* cofiz)
2

En este caso, el campo magnético estd contenido en el plano de incidencia (Fig.
4.21), y la componente tangencial a la superficie de separacién es la componente en la
direccion del ejeY. Imponiendo la condiciéon (4.108) a dicha componente, obtenemos la
relacién que nos faltaba

Eoig cosB o lkiserBy _ Eoo co®, o ki seBy — Eoi co8, o iko sefly

n m n,

en la que podemos eliminar los términos exponenciales, de acuerdo con la segunda y la
tercera leyes de Snell, con lo que nos queda

EOiD - EO’D COS& = i CO§t (4109)
n >

Finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (4.106) y (4.109),
obtenemos las expresiones generales que nos relacionan las amplitudes de las ondas reflejada
y transmitida con la de la onda incidente:

By = 1200 =11 CO8 (4.110)
n, cosd, +n, co$,

2n, cosb,
n, cosg, +n, co®,

Eon = = (4.111)
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Fig. 4.21 Disposicién de los campos asociados a las ondas incidente, reflejada y
transmitida. Al ser, en este caso, el campo eléctrico perpendicular al plano de
incidencia (planoYZ), el campo magnético es paralelo a él . Las componentes del

campo tangenciales a la superficie de separacion entre los dos dieléctricos son la
component&X para el campo eléctrico y la componehit@ara el campo magnético

(' b) Onda incidente con polarizacién lineal paralela al plano de incidencia
Es ahora el turno de la onda polarizada linealmente en la direccion paralela al plano

de la incidencia. Tal como muestra la figura 4.22, en este caso podemos expresar el campo
eléctrico asociado a las ondas incidente, reflejada y transmitida de la forma

Iéill(r) =Eq ||(0039. g- serd 2 g lki(serfy+ cod z)
Er"(F) =Eqy "(COSGr y+serg 2 @ Jki(sendy-co§, z)

Et||(F) = EOt ||(C0§t y— Sel’ﬂt ’2) e_jkz (senBy+ co$,z )

mientras que el campo magnético sera ahora perpendicular al plano de incidencia:

1 M
B TP =N
Hr”(r) =—k, xE ”:l”Xe jk,(serB, y— co#] z )
M M
Htll(r) = ikAt X Et” —_ EOtII R @ Ika(semy+ codiz )
n2 n,
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Fig. 4.22 Disposicién de los campos asociados a las ondas incidente, reflejada y
transmitida para el caso de polarizacion paralela. La situacion resultante es justo la
complementaria de la obtenida para polarizacion perpendicular, con el campo
eléctrico paralelo al plano de incidencia (plangZ) y el campo magnético
perpendicular a él

Comparando las figuras 4.21 y 4.22, podemos comprobar que nos encontramos ante
dos situaciones complementarias, de modo que combinandolas, podremos obtener todas las
componentes del campo electromagnético. Por otro lado, las componentes del campo
tangenciales a la superficie de separacién entre los dos medios son ahora la componente
segun el ejeY, para el campo eléctrico, y la componente segin eX.epara el campo
magnético. Aplicando las condiciones de contorno correspondientes, (4.99) y (4.107),
obtenemos las dos relaciones siguientes

EO|||CO£ e_jklsergly + E0r|| Cogr e_jklserery — EI” C@ éjkzserﬂy

_ E0i|| e—jklserﬂ,y + EOr|| e—jklsen9,y - _ EOt|| e—jkzserﬂy

m n n,

en las que la segunda y la tercera leyes de Snell, una vez mas, nos permiten eliminar los
términos exponenciales, resultando el siguiente sistema de ecuaciones

(Eq+ Eo)cos = By cof (4.112)
oy~ Boy_ By (4.113)
m 1,

cuyas soluciones generales son
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Eor = 1, CosH, — 1, CO$
1, cosB, +n, co$)

21, coj
1, c0SY, +1, O,

Eoiy (4.114)

Eoy = Eoi (4.115)

(c) Onda incidente con una polarizacion cualquiera

Las relaciones (4.110), (4.111), (4.114) y (4.115), expresan matematicamente las
denominadadeyes de Fresnel de la reflexion y la refracgidas cuales nos permiten
determinar la distribucién de campo que resulta de la incidencia de una onda plana sobre un
medio dieléctrico con un angulo cualquiera. Sin embargo, resulta mas practico expresarlas de
la forma siguiente

oo = PnBan (4.116a) Eor = P1Ea (4.117a)
Eow =70 Eon (4.116b) Eoy = TiEq | (4.117b)

donde p; y p; son, respectivamente, los coeficientes de reflexion para ondas planas con
polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia y para ondas con polarizacion
paralela. Al igual que en el caso de incidencia normal, se han definido como la relacion de
amplitudes entre la onda reflejada y la onda incidernts. 7, representan, a su vez, los
coeficientes de transmisién para ondas con polarizacién perpendicular y con polarizacion
paralela al plano de incidencia y se definen como la relacién de amplitudes entre las ondas

transmitida e incidente. LaBrmulas de Fresnepara los coeficientes de reflexién y
transmisién son las siguientes

_ 1, cosb, —n, co$,
N, cosf, +1, cod,

_ M, cosH, —n, cos

(4.119a)
1, COsB, + 1, CO%

(4.118a) ol

O

7 = 2, co
" 1,08 +1), co$,

(4.118b) r=— 2hCo%

= 4.119b
1, c0sH, +1, coH ( :

donde los angulos de incidencia y de reflexi@iny 6, , estan relacionados entre si por la
tercera ley de Snell (4.102).

En el caso mas general, en el que la onda incidente esté polarizada elipticamente,
basta con efectuar la descomposicién (4.104) para el campo eléctrico asociado, es decir

E =E +Eo=(E g+ Boje) &7 (4.120)
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 331

dondeéi|| y &, se han definido como dos vectores unitarios, dirigidos, respectivamente,

segun las direcciones paralela y perpendicular al plano de incidencia (Fig. 4.23).
Semejantemente, podemos descomponer las ondas reflejada y transmitida de la forma

E =E*Eu=(0& B P Bue) i (4.121)

Et = Et||+ ED =(1Bi 870 Bo ®) g (4.122)

Fig. 4.23Descomposicién de los campos asociados a las ondas incidente,
reflejada y transmitida para el caso general en el que la onda incidente
esté polarizada elipticamente

Por consiguiente, la resolucién de un problema de incidencia sobre medios
dieléctricos, en el caso mas general, se limita al calculo, mediante las leyes de Fresnel, de los
valores de los coeficientes de reflexion y transmisién de la superficie de separacion, segun el
angulo de incidencia que corresponda. Una vez conocidos estos valores, las relaciones
(4.121) y (4.122) nos permiten calcular el campo eléctrico que resulta de la incidencia de una
onda plana, independientemente de cudl sea su estado de polarizacion. Para el calculo del

campo magnético, basta con hacer uso de la rel&tiém "k x E para cada onda.

Cabe sefalar, ademas, que el calculo de los coeficipntes se puede simplificar
si se emplean las siguientes relaciones adicionales:

1+py =1, (4.123)
1-p="hy, (4.124)
1,
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obtenidas sustituyendo (4.116) en (4.106) y (4.117) en (4.113). Podemos combinar estas
relaciones con las férmulas (4.118) y (4.119) para calcular los coeficientes de transmision,
una vez conocidos los coeficientes de reflexion, y viceversa.

Finalmente, podemos comprobar que el caso de incidencia normal no es mas que un
caso especial de incidencia, en el que se cudpted, =0. En este caso, las expresiones de
los coeficientes que resultan para ambas situaciones de incidencia, esto es, con polarizacion

paralela y con polarizacién perpendicular al plano de incidencia, coinciden entre si y con las
obtenidas en la seccion 43.1

Ecuaciones de Fresnel para medios no magnéticos

Como ya vimos en el caso de incidencia normal, en los dieléctricos no magnéticos
los coeficientes de reflexion y de transmisién se suelen expresar en funcién de los indices de

refraccion. Mediante la sustitucidp , - ﬁ, las leyes de Fresnel (4.118) y (4.119) toman

1,2
la siguiente forma particular para medios no magnéticos

p, =Mcodd ~n, cod (4.1253) f = N, cosf; ~ 1, o (4.126a)
n,cosh + n, cos, n,cosf, + n, cod

7, =_ 2mcos (4.125b) = 20 cosf (4.126b)
n,cosB +n, co$, n, cosf, + n, cod

Reflectividad y transmitividad en la superficie de un medio dieléctrico

En la seccién 4.3.2 habiamos definido la reflectiviBadla transmitividadl en la
superficie de un medio dieléctrico como las fracciones de potencia reflejada y transmitida
por la superficie al incidir una onda plana. La fraccion de potencia reflejada correspondia, en
el caso de incidencia normal, a la relacion entre los vectores de Poynting asociados a las
ondas reflejada e incidente (ecuacion (4.51)), los cuales expresaban los flujos de potencia por
unidad de superficie respectivos, en la direccion normal a la superficie. En el caso de
incidencia oblicua, el flujo de potencia en la direccion normal (la def,egegin hemos
fijado los ejes de coordenadas) viene dado por la componente en esta direccion del vector de
Poynting, con lo que tenemos

%3 La coincidencia gue se establece entre las expresiones (4.118) y (4.119) en el caso de incidencia
normal se debe a la situacion de elevada simetria que se produce, bajo la cual los comportamientos de
las ondas polarizadas en una direcciéon u otra son indistinguibles
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 333

|E0r |2 COﬁ
P 2 '
Rs%:#:w (4.127)
2n,

para la fraccion de potencia reflejada. Similarmente, en el caso de incidencia oblicua, la
transmitividad o fraccién de potencia transmitida viene dada por

Eof cosp
TRl 2n, :|T|2’71°°§ (4.128)
Rl 1Eaf g 100
2n,

Se puede comprobar facilmente, sustituyendo las formulas de Fresnel (4.118) y
(4.119), que para ambas polarizaciones se cumplen las condiciones

0<R,T<1 (4.129)
y
R+T=1 (4.130)
0, lo que es lo mismo
lof+r OB _ g (4.131)
1, cosh

necesarias para asegurar la conservacion de la potencia en la superficie de separacién. Segun
estas condiciones, las dos situaciones extremas son aquellas en las que seReuinple

T=0, por un lado yR=0, T=1, por el otro. Estas situaciones particulares, de especial
interés por sus aplicaciones practicas, en las que se consigue que la potencia incidente sea
reflejada en su totalidad, o bien que se transmita integramente a través de la superficie, seran
abordadas en las secciones siguientes.

4.5.3 Angulo de Brewster

El primer caso particular de los dos que acabamos de resefiar es aquel en el que no se
produce reflexion alguna en la superficie de separacion entre los dos medios. Al abordar el
problema general de la incidencia de ondas planas sobre medios dieléctricos hemos
aceptado, como hipétesis de partida, la formacién de una onda reflejada y de una onda
transmitida, cuyos campos asociados se superponian a los de la onda incidente y cuya
existencia venia impuesta por las condiciones de contorno del campo en la superficie.
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334 Campos electromagnéticos

Digamos que éste era el numero minimo de ondas necesario para satisfacer dichas
condiciones para un angulo de incidenda genérico. Sin embargo, si hubiéramos

considerado Unicamente dos ondas, la incidente y la transmitida, habriamos visto que para un
cierto angulo8g, conocido comangulo de Brewstertodavia es posible satisfacer dichas
condiciones.

Nuestro propésito inmediato consiste en obtener expresiones genéricas para el
angulo de reflexién nula o angulo de Brewster. Para ello podriamos aplicar el procedimiento,
ya mencionado, de imponer que no existe la onda reflejada K, =0) al aplicar las

condiciones de contorno en la superficie de separacion. Sin embargo, una vez obtenidas las
férmulas de Fresnel para los coeficientes de reflexién y de transmision, resulta mas sencillo
analizar para qué valores €@ se verifica la condiciop =0, necesaria para que no exista la

onda reflejada. Esto es lo que vamos a hacer a continuacion para los dos casos estudiados, de
polarizacién perpendicular y de polarizacion paralela al plano de incidencia. Para simplificar
el calculo, vamos a considerar que los dieléctricos son no magnégti€os,(, por lo que

nuestras expresiones de partida seran la (4.125a) y la (4.126a).

(a) Onda incidente con polarizacion lineal paralela al plano de incidencia
En este caso, segun la expresion (4.126a), la condicion de reflexién nula es
n, cosf, = n, co$, (4.132)

de donde se obtiene, elevando al cuadrado los dos términos de la igualdad y reemplazando
los senos por cosenos
2
n
1-serf 6, =—2- (- seff, )

n,

Esta relacion entré y 6, se debe verificar al mismo tiempo que la tercera ley de
Snell, n, seng, = n, sewd,, de la que se obtiene

seng, =M sed), (4.133)
N,

Luego, sustituyendseng, en la anterior expresion, resulta

n,’ n,’
1-—L-serf 6 =2 (- sefig ) (4.134)

n, n,
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Finalmente, despejandseng , se obtiene la siguiente expresion

Serfy =1 (4.135)

1+(n1/n2)2

para el angulo de Brewstél , aunque es mas frecuente utilizar la expresion equivalente

g, =arctg 2 (4.136)
n

Por otro lado, al ser el denominador mayor que la unidad en (4.135), se cumple que
senfg <1, cualesquiera que sean los valoresmgdey n,. Por consiguiente, dados dos

medios dieléctricos, exisgempreun angulo de incidencifg, cuyo valor viene dado por

(4.136), para el cual las ondas polarizadas linealmente con el #&qaralelo al plano de
incidencia no se reflejan en la superficie de separacién o, lo que es lo mismo, para el que
toda la potencia de la onda incidente se transmite integramente al segundo medio.

(b) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia

En este caso, el coeficiente de reflexibn para medios no magnéticos viene dado por la
expresion (4.125a), por lo que la condicion de reflexion nula es ahora

n, cosd, =n, co$, (4.137)

Operando del mismo modo que en el caso anterior, en lugar de (4.134) resulta ahora la
expresion
n,” n,”
1-—L-serf g =— (- sefq )
n, n,

en la que los términos coserd, desaparecen. Luego, por fuerza debersén, =1 para

gue no haya reflexion en la superficie. Es decir, los dos dieléctricos deben ser idénticos en
cuanto a su comportamiento electromagnético, lo cual es una perogrullada, ya que resulta
evidente que en este caso la onda incidente no percibe ningin cambio al pasar de un medio al
otro, por lo que continuara propagandose en la misma direccion y con la misma potencia, tal
como haria si no hubiera cambio de medio alguno.
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Dicho de otro modo: una onda plana con el campo eléctrico polarizado linealmente
en la direccion perpendicular al plano de incidencia siempre sufrira una reflexion no nula al
pasar de un medio no magnético a otro de indice de refraccién @fstinto

(c) Onda incidente con una polarizacién cualquiera

En consecuencia, en el caso general, cuando una onda plana incida sobre la
superficie de separacion entre dos dieléctricos no magnéticos con un angulo igual al angulo
de Brewster, sea cual sea su estado de polarizacion, la onda reflejada sera, como méaximo,
una onda polarizada linealmente. Si la onda incidente presenta Unicamente la componente
del campo eléctrico paralela al plano de incidencia, no habra onda reflejada alguna. En este
ultimo caso, la potencia que incide sobre la superficie se transmitird en su totalidad al
segundo medio.

Ejemplo 4.4: Ventanas de Brewster

Una aplicacién practica de estas propiedades la encontramosventksas

de Brewster Tal como muestra la figura 4.24, una ventana de Brewster es,
basicamente, una ldmina de material dieléctrico (de vidrio, generalmente) sobre la
que incide una onda plana, polarizada elipticamente, con un angulo en relacion a la
normal igual al angulo de Brewster para la primera superficie. Como acabamos de
resefiar, bajo esta situacién, en la primera superficie se refleja Unicamente la
componente de la onda incidente perpendicular al plano de incidencia, mientras que
la componente paralela se transmite integramente al interior de la lamina. Por otro
lado, se puede comprobar facilmente que en la segunda superficie se reproduce
exactamente la misma situacion (la demostracion se propone como ejercicio al final
del capitulo), al ser el angulo de incidencia de nuevo igual al angulo de Brewster.
Como consecuencia, una ventana de Brewster refleja en ambas superficies
Uunicamente la componente del campo perpendicular al plano de incidencia, siendo
totalmente transparente para la componente paralela

La aplicacion principal de las ventanas de Brewster la encontramos en los
laseres de gas, en las que se emplean para obtener emisiones de luz linealmente
polarizadas. Su funcionamiento es como sigue: si las superficies que encierran el

24 Cabe sefialar que en el caso de medios magnéticos si que existe también un angulo de Brewster para
ondas con polarizacion perpendicular al plano de incidencia. Sin embargo, este fendmeno no presenta
ninguna aplicacion practica conocida, por lo que soslayaremos su analisis.

% Suponiendo, como hemos hecho hasta ahora, que se trata de un dieléctrico ideal, sin pérdidas.
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medio activo, en el que se produce la emision estimulada, son dos ventanas de
Brewster (Fig. 4.11), la onda con polarizacion perpendicular sufrird ocho
transiciones o cambios de medio en cada ciclo completo dentro de la cavidad
resonante, con las consiguientes pérdidas por reflexiébn, mientras que una onda con
polarizacién paralela no sufrird disminucion de potencia, por la accion de las
ventanas de BrewsférDe este modo, tras miiltiples reflexiones en las paredes de la
cavidad resonante, se consiguen facilmente relaciones de 1 a 100 entre las
componentes perpendicular y paralela en el haz de salida.

Fig. 4.24 Ventana polarizadora. Cuando & =6, ambas superficies reflejan
Unicamente la componente del campo paralela al plano de incidencia. Si el
dieléctrico no tiene pérdidas, la ventana es transparente para la componente
paralela

4.5.4 Angulo critico. Reflexion total en un dieléctrico

La segunda situacion extrema, mas interesante aun que la anterior por sus
aplicaciones practicas, es aquella en la que no se transmite potencia a través de la superficie
de separacioni.e, T=0, R=1). Como hemos visto, siempre aparece un campo
electromagnético en el medio situado detras de la superficie, ya que si no no se cumplirian
las condiciones de contorno, pero, como veremos a continuacion, existen ciertas situaciones
en las que este campo ya no transmite potencia hacia el segundo medio y no corresponde, en
general, a una onda plana uniforme.

% De hecho, la situacion es aqui ligeramente distinta a la contemplada en la figura 4.24, ya que ahora
los medios situados en las dos caras de la ventana son distintos. Sin embargo, si el medio activo es un
gas enrarecido (He-Ne, por ejemplo), su indice de refraccion sera similar al del aire, por lo que
podremos aplicar, en buena aproximacién, el andlisis anterior.
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Para ello, consideremos que el medio del que procede la onda incidente (region I, en
la figura 4.25a), presenta un indice de refraccion mayor que el del medio sobre el que incide
la onda (region Il). En este caso, como consecuencia de la tercera ley de Snell, se cumple

—Seret = ﬁ >1
serg, n,

Es decir, sin >n,, el angulo de transmision siempre ser4 mayor que el angulo de
incidencia. Podemos imaginar, por lo tanto, una situacion en |8, ;gea lo suficientemente
grande como para que se obtenfa>rm/2 (Fig. 4.25b). Esta situacion plantea una

incongruencia, ya que, por definicién, la onda transmitida debe propagarse por detras de la
superficie de separacion entre los dos dieléctricos y no por delante, como ocurre con la onda
reflejada. De no ser asi, tendriamos dos ondas reflejadas y ninguna onda transmitida, lo cual
es absurdo.

n N, <n n n,<n n n,<n

(a) (b) (c)
Fig. 4.25 (a)Incidencia de una onda plana sobre un medio dieléctrico de indice de
refraccion menor que el del medio de procedencia. En este caso la direccidon de propagacion

de la onda transmitida tiende a alejarse de la normal, en relacién a la de la onda incidente.
(b) Situacién absurda en la que, para angulos de incidencia relativamente grandes, la onda

transmitida saldria con un angul®, >E' (c) Caso limite, en el que la direccion de

propagacion de la onda transmitida es tangente a la superficie de separacion

¢ Qué ocurre en realidad? Para verlo, supondremos que tanto las leyes de Snell como
las ecuaciones de Fresnel siguen siendo validas en este caso, ya que han sido deducidas con
caracter general para cualquier valor del angulo de incidencia comprendido entzi2 0 y
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Lo que ocurre entonces es que, simplemente, algunas magnitudes pasan a ser ¥omplejas

. : - . T
Consideremaos, en primer lugar, el caso limite, en el que se obtiene urd)tvalgr para el

angulo de transmision. En este caso, la onda transmitida se propagard paralelamente a la
superficie de separacion (Fig. 4.25c). Segun la tercera ley de Snell, esta situacién se produce
cuando se cumple

n I
—Lsend = seA-=1
n, 2

El valor 8, del angulo de incidencia para el que se produce esta situacion recibe el nombre
de angulo critico de la superficig viene dado por

6, = arcsen2 (4.138)
n

Luego, para valores d& 0[0,6,), tenemos que, ([0, 17/2) , con lo que la onda
transmitida se propaga hacia el interior del medio de indjcddigamos que ésta seria la

situacion normal, planteada como hipétesis de partida, al principio de la seccién 4.5, para un
caso genérico de incidencia oblicua sobre dieléctricos. La situacion anémala se produciria
para valores dé, (8, ,71/2) . En este caso, segun la tercera ley Snell, tenemos

serg, >1

con lo que el anguld®, deja de tener significado fisico inmediato. Sin embargo, debemos
suponer que las expresiones (4.133) para la tercera ley de Snell y

Et (F) — EOt e—jkz(senety+ co$,z ) (4.139)

para el campo eléctrico (fasorial) en la region Il siguen siendo validas. Bajo esta suposicion,
podemos expresar el térmigosd, en (4.139) de la forma

cosh, = \/1— (nl/nz)2 sef

27 Sin ir mas lejos, el propio angulo de transmisién deviene complejo. Podemos comprobar, a modo
de ejercicio, que sb, = n/2 - jb, entonces si sucede realmente quefseri. Aunque ello puede

parecer un artificio mateméatico, no es ésta la primera vez que trabajamos con magnitudes complejas:
por ejemplo, para definir las magnitudes fasoriales en régimen senoidal permanente ya habiamos
utilizado este mismo recurso, de gran utilidad por otra parte.
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en la que el término de la raiz es negativo. Luego, para valo@s>d& , el términocosb,

toma valores imaginarios, por lo que es mas conveniente ponerlo de manifiesto,
expresandolo de la form&osf, =+jy. De las dos soluciones posibles para la raiz,

tomaremos Unicamente la negativa, es decir

cosg, =-jy (4.140)

cony = \/(nl/nz)z serf 8 —1 . Sustituyendo (4.133) y (4.140) en (4.139) nos queda
Et (F) = Eor g kevz g iksendy — T-:t( 2 gify (4.141)

con B=k,semd, y E, (2 = E, 7.

Para incidencias supercriticas tenemos, pues, en la regién Il, una onda cuya amplitud
se atenula progresivamente, a medida que nos alejamos del lugar en el que fue generada (el
plano z=0, en este caso). Si, por el contrario, hubiéramos considerado la solucién positiva
de la raiz en (4.140), obtendriamos una onda cuya amplitud creceria exponencialmente hasta
el infinito, al adentrarse en el interior del segundo medio, lo cual es del todo imposible que
se produzca en la realidad.

Por otro lado, el término exponenci&l”’ de la expresion (4.141) nos indica que el
campo instantaneo asociado a la onda transmitida presentara una fase instantdnea, que se
propagara en la direccién del &eon una velocidad

w-__ (4.142)

V= S —
Bk, send,

Mas adelante veremos que esta propiedad se cumple también para el campo en la region |, al
igual que ocurria en el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos.

De hecho, esta no es la uUnica similitud que se produce entre ambos casos. Si
expresamos las formulas de Fresnel (4.125a) y (4.126a) para los coeficientes de reflexién en
dieléctricos no magnéticos de la forma

_ncosg —jm, _ A

4.143
n cosg + jyn, A’ ( :

__N,cos + jyn, =_£

= 4.144
i n, cosg, — jyn, B” ( :

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 341

resulta evidente que se cumpte, |, =1| Luego, para valores d& > 6, , podemos definir

P, =el? (4.145)
P = el (4.146)

En este caso, la onda reflejada y la onda incidente presentan la misma amplitud,
diferenciandose Unicamente en unos términos de fase, introducidos por (4.145) y (4.146).
Obviaremos, por lo farragoso, el célculo de expresiones genéricas para estos términos de
fase, ya que resulta mas facil trabajar directamente con valores numéricos, una vez conocidos
6, y los indices de refraccion para cada caso concreto. Debemos concluir, pues, que, como
ocurria en el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos, toda la potencia que
incide sobre la superficie de separacion entre los dos dieléctricos, transportada por la onda
incidente, es reflejada hacia el medio de la regién |, sin que se transmita potencia alguna a la
region I8 Este fenémeno recibe el nombrerefiexion total en dieléctricos

Desde este punto de vista, el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos
no seria mas que un caso particular de reflexion total, en el que se cuthphriy =77.

En este Ultimo caso, se formaba en la regién | una onda estacionaria mixta, con ef vector
perpendicular o paralelo al plano de incidencia. Podemos comprobar que este fenomeno
ocurre también ahora, sin importar cuales sean los valores de los términos ¢ie fage.

Para ello determinemos el campo total en la region | para ambas polarizaciones,
superponiendo las ondas incidente y reflejada

Eyr (7) = Eqp )A((e_jkl(sene‘y+ 082)+ p g to Y C@SZ))

Ey(7) = E(,”((cosei §—seng 2 ekt o8y o (cosh Y+ seng, y ey gH)

Expresando los coeficientes de reflexion en la forma dada por (4.145) y (4.146), obtenemos

= o -ifa %o
En(7)=Egnke 2 €V (e 2 &+ g2 ¥&7)
s (4.147)

i [ 0 -
=2E, e 2 Xcog + glBy
wo® " X0H, T K g

8 Esta afirmacion es cierta s6lo si nos encontramos en régimen permanente. Légicamente, mientras
dura el régimen transitorio, es indispensable una cierta transmisién de potencia para que aparezca el
campo dado por (4.141) en la region Il
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(9o
Ey(7) = 2EQHe 2 em g
(4.148)
O, o 0p, ml

cosg, co +k, 23+ zjserf, sep— + k
ﬂ]/ %— k, 29+ Zjs i k %

dondek;, =k, cos8, y B =k, senf, representan, respectivamente, las componentes normal y
transversal del vector de propagacion de la onda incidente.

Es inmediato comprobar, calculando los campos instantaneos, que en ambos casos se
forman ondas estacionarias mixtas, de tipo TE en el caso de polarizacion perpendicular, y de
tipo TM en el caso de polarizacion paralela, que se propagan paralelamente a la superficie de

L : N e
separacion, con una velocidad de fage ————. Podemos comprobar, también,
k, seng,
calculando las expresiones de los vectores de Poynting correspondientes, que en ambos casos
la potencia fluye en la direccién del efge es decir, paralelamente a la superficie de
separacion entre los dos dieléctricos.

De hecho, los valores que toman los términos de fasey ¢,, afectan Unicamente
al punto en que aparece el primer nodo de la onda, lo que se puede comprobar representando
graficamente las funcioneélm(f,t) y Elll(F,t) para valores d@ y ¢, distintos. En los
casos particulareg, = y ¢, =11, recuperamos las expresiones (4.78) y (4.80), obtenidas
para el caso de incidencia sobre conductores perfectos.

Ejemplo 4.5 Propagacion ionosférica

La reflexion que se produce en las capas altas de la ionosfera para las ondas
de radiofrecuencia es un fendmeno de sobras conocido, ya que posibilita la
comunicacion a distancias mucho mayores que las que permitiria un enlace directo.
En esencia se debe a la variacion que sufre el indice de refraccion de la ionosfera con
la altura. Al tratarse de un gas ionizadglasma el indice de refraccién de la
ionosfera es, en buena aproximacién, una funcién de la forma
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dondeN, representa el numero de electrones libres por metro cubfcesyla

frecuencia de la onda que la atravids®ara una frecuencia dada, el indice de
refraccion disminuye con la altura en las capas bajas de la ionosfera, debido al
aumento que se produce en la cantidad de electrones libres.

Para entender el comportamiento de un medio de estas caracteristicas, en lo
que a la propagacion de ondas planas se refiere, podemos representerlo de forma
esquematica como la sucesién de un conjunto de capas superpuestas, lo
suficientemente delgadas para poder considerar que en cada una de ellas el indice de
refraccion es constante. La trayectoria descrita por una onda plana en un medio de
estas caracteristicas aparece representada en la figurasta2@eterminada pdat
ley de Snell, la cual debe cumplirse en las superficies de separacién entre capas
contiguas. Considerandy, [I1en el borde inferior de la ionosfera, resulta

send, =n, sed, =n, seh,=...

y asi, sucesivamente. Es decir, la cantidasenf permanece constante a lo largo
de la trayectoria y su valor viene determinado g&mg, . Teniendo en cuenta que el
indice de refraccion es cada vez menor a medida que la onda se adentra en la
ionosfera, el &ngulo de incidencia aumenta progresivamente al pasar de una capa a la
siguiente. El resultado es el que aparece en la figura 4.26a. Si en alguna de ellas se
cumple la condicion

n, <seng,

se produce la reflexion total de la onda, akseb, >1 (Fig. 4.26b).

Llamemos nyi, al valor minimo que toma el indice de refraccion en la
ionosfera. Este valor se alcanza donde la concentracién de electrones libres es
maxima (capa de Heaviside), de acuerdo con la relacion

N, = \/1— 80 57('\';);“&*

# Obsérvese que, para valores fle< /805N, , el indice de refraccion es una magnitud compleja.
En este caso, el medio se comporta como un conductor (ver seccion 3.4). Para valores de
f >,/805N, , nes una funcion real. En este caso, la ionosfera se comporta como un dieléctrico, con

la salvedad que es<1. Es éste uno de los pocos casos en que nos encontraremos con indices de
refraccion menores que la unidad.
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Por lo tanto, una onda electromagnética que penetre en la ionosfera con udangulo
en relacion a la vertical del suelo sufrira reflexion total si se cumple la condicién

serg, > J1—8057(|\|;)2’“"1IX

0, lo que es lo mismo

( < AJBOAN,) 1

cosh,

Segun este resultado y teniendo en cuenta que se cOapiest, < 1, una onda

cuya frecuencia sed <.,/805N,),., Sera devuelta a tierra por la ionosfera,
independientemente del angulo con el que llegue. Por el contrario, si es
f > /805N,) /0089 , la onda se transmitira al espacio exterior. En este

ultimo caso, la ionosfera posibilita la comunicacion espacial (teniendo en cuenta que
el nimero de electrones libres varia entr® £A.0" por n?, la frecuencia empleada
debe ser mayor de 9MHz); en el primero, facilita la radiocomunicacion terrestre a
larga distancia (lo cual agradecieron enormemente los pioneros de la radio, que
rabajaban con transmisores de unos pocos kHz).

¢ ()

Fig. 4.26 (a)Deflexion sufrida por una onda plana al cruzar una sucesion de
capas homogéneas de indice de refraccién decreci@t€uando en alguno

de las capas se alcanza el valor del angulo critico se produce la reflexién total
de la onda y ésta es devuelta a tierra con el mismo angulo con el que entra.
Este sencillo modelo nos permite entender la propagacion ionosférica.

IS

e R

(b)
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Ejemplo 4.6 Guias de onda dieléctricas

Al igual que ocurria con la reflexion en conductores, el fendmeno de la
reflexién total en dieléctricos puede aprovecharse también para la propagacién de
ondas electromagnéticos. Las guias de onda dieléctricas (las fibras Opticas en
particular) constituyen, con mucho, su principal aplicacién, al haberse erigido en una
pieza (de considerable importancia) dentro de la ingenieria contemporanea.

El principio de funcionamiento de una guia de onda dieléctrica como la que
muestra la figura 4.27 es muy similar al de las guias de paredes conductoras: para
gue se genere una onda estacionaria mixta en el interior de la guia, y que sea estable
en régimen permanente, debe producirse reflexion total en ambas paredes. Segun
hemos visto anteriormente, ello sélo puede ocurrir si el indice de refraccion del
medio interno es superior al del medio externo. Por otro lado, las sucesivas
reflexiones de la onda incidente producidas deben dar lugar a interferencias
constructivas. En una guia de paredes conductoras, ello ocurria cuando se cumplia la
condicion k,d = nvt. En este caso, la onda incidente, tras haber sido reflejada una

vez en cada pared y haber efectuado un recorrido completo de ida y vuelta, regresaba

al punto de partida con una diferencia de fase acumdad&® = e 2™ =1 con
respecto a la onda inicial, con lo que se afadia en fase a la primera, y asi,
sucesivamente.

En el caso de una guia dieléctrica, al des&$&" acumulado durante el

trayecto de ida y vuelta hay que afiadirle un término de fase deﬂiﬂd‘ (segun
se trate de incidencia perpendicular o paralela) para cada reflexién producida. El

— | 2k;,d-2] .
desfase total acumulado es, pues; " Woa y la condicién para que se produzcan
interferencias constructivas deviene

¢o,+ k,d=mm
de donde resulta
t9(@q, + k,d)=0
0, lo que es lo mismo

tg(k,d) =-t9@q)

Por consiguiente, en el interior de la guia se generaran Unicamente aquellas ondas
estacionarias o modos propios que cumplan esta ultima condicién, conocida como
ecuacion de valores propios de la guia.
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Fig. 4.27 Guia de ondas simétrica, formada por una lamina
dieléctrica, recubierta en ambos lados por un dieléctrico de menor
indice de refraccién

Ejemplo 4.7 Propagacion de ondas en una fibra optica

Al igu dondeN, representa el numero de electrones libres por metro cubico
y fes la al que ocurre con las guias de onda dieléctricas, el fendmeno de la reflexién
total permite la propagacién de ondas guiadas en una fibra éptica. En ambos casos, el
principio es el mismo: un material dieléctrico de indice de refraccion determinado
(n., en la figura 4.28) se encuentra rodeado por otro de indice de refraccion inferior,

de valom,, de forma que un rayo que incide sobre la superficie de separacion entre

ambos, con un angulo respecto a la normal mayor que el angulo critico, sufre
reflexion total, lo que da lugar a la formacion de modos guiados en el interior de la
fibra. Debido a la geometria que presenta, los expresiones matematicas que se
obtienen para el campo electromagnético asociado a los modos guiados en una fibra
Optica son mucho mas complejas que las obtenidas en el ejemplo anterior. Sin
embargo, el concepto de angulo critico nos permite realizar una estimacién sencilla
de como debemos introducir la luz en la fibra para conseguir el guiado de la misma
en su interior.

Si llamamo%, al angulo con respecto al eje de la fibra con el que la luz

incide en la seccion de entrada, tal como muestra la figura 4.28, el cono de
aceptacion de la fibra esta determinado por el rango de valofgspiga los cuales

el rayo incidente da lugar a la formacién de ondas guiadas. El valor maximo
permitido parasend, recibe el nombre dapertura numérica(N.A, del inglés

numerical aperturg Para hallar una expresion de la apertura numérica de la fibra,
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debemos relacionar los angul@s y 8, de la figura. La relacion en cuestion nos la
proporciona la ley de Snell. En la seccidn de entrada se verifica

13erd, = n, sed_ = n/1- cdh,

donded, es el angulo complementario g. El valor maximo def, que permite la
reflexion total en el interior de la fibra corresponde a un valofdéual al del

angulo critico de la superficie de separacion entre el medio interno y la cubierta de la
fibra. En este caso, se cumple

n —
serg, = —= = co¥,
nC
— 2 2
=yNe — Ny

En las fibras oOpticas la diferencia de indices- n, suele ser pequefia. En tal caso,
podemos realizar la aproximacion

send, Onyv2A

n.—n . - .
dondeA = —<—" es el incremento de indice relativo (hormalmestel). En una
Ny

fibra tipica de silicio, por ejemplo, se tiene un incremento relakiwo0.01, con un

indice n, =146 en la cubierta. El valor que se obtiene, en este caso, para la apertura
numérica, esN. A=0.206, lo cual corresponde a un cono de aceptacién con
8, =119, que vendria a ser un valor tipico.

cono de
aceptacion

Fig. 4.28 Apertura numérica de una fibra Optica
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4.6 Incidencia sobre un buen conductor

En el capitulo 3 habiamos introducido el concepto de permitividad compleja para
representar el comportamiento electromagnético en régimen senoidal permanente de un
medio con una conductividad finita. El uso de permitividades complejas nos permite
extender el analisis matemético empleado para el estudio de la incidencia de ondas planas
sobre medios dieléctricos ideales al caso de medios con pérdidas, como es, por ejemplo, un
conductor real. Por su interés practico, en la presente seccion consideraremos medios que
sean buenos conductores, centrandonos especialmente en los aspectos novedosos que
presenta su comportamiento en relacion al de un conductor perfecto, en lo que a la incidencia
de ondas planas se refiere.

En la seccion 3.4.3 habiamos definido un buen conductor como un medio en el que
la corriente de conduccion era mucho mayor que la corriente de desplazamiento o, lo que es
lo mismo, en el que se cumplia la condicién

g >> We,

En este caso, podiamos aproximar la permitividad compleja en régimen senoidal permanente
por

en-j g (4.149)
w

¢, Cuales son los aspectos novedosos a los que nos referiamos? Para empezar, la
asuncién de que el campo es nulo en el interior, tras la incidencia en la superficie de una
onda plana procedente de un dieléctrico ideal sin pérdidas, sélo es cierta en un conductor
perfecto. En un medio de conductividad finita debemos asumir, como si de un dieléctrico se
tratara, la formacion de una onda transmitida, ademas de la onda reflejada. Sin embargo, y a
diferencia de un dieléctrico ideal, el caracter complejo de la permitividad produce una
atenuacion en la amplitud de la onda transmitida, a medida que ésta se adentra en el
conductor. En la seccién 3.4.3 habiamos introducido el concepto de profundidad de
penetracién en un buen conductor, como un indicativo de la atenuacion sufrida por una onda
plana que se propagase a través de un medio estas caracteristicas. El estudio de la incidencia
de ondas planas sobre buenos conductores nos permitird abundar en este concepto.

Con este fin, procedamos a la obtencién de una expresion genérica para la onda
transmitida. La constante de propagacion de las ondas planas en un medio cuya permitividad
venia dada por (4.149) era, a su vez, una magnitud compleja de la forma

. 1-j
k=B-jo0—=
B-] 5

p
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donde el términod, = 2 recibia el nombre de profundidad de penetracién en el
\/ wuUo

conductor. Por consiguiente, el campo eléctrico asociado a la onda transmitida, en el caso de
incidencia normal, puede representarse mediante la siguiente expresion fasorial:

E. (9= E, e/l = | &%% &% (4.150)

donde hemos fijado, como de costumbre, los ejes de coordenadas de manera gde el eje
coincida con la direccion normal a la superficie. Tenemos, pues, que la amplitud de la onda

transmitida se atenGa en un facer?® , como consecuencia del caracter complejo de la
constante de propagacion. A una profundiddd.60,,, por ejemplo, la amplitud es sélo un
1% de la inicial. El términ@, es, pues, un indicativo de la profundidad a la que penetran en

el conductor los efectos electromagnéticos producidos por la incidencia de una onda plana
sobre la superficie y de ahi su hombre.

¢, Qué ocurre entonces si la onda incide oblicuamente sobre el conductor? Como
hemos dicho al principio, podemos extender las leyes que rigen el comportamiento de los
medios dieléctricos, en lo que a la incidencia de ondas planas se refiere, al caso de buenos
conductores, con la salvedad de que ahora aparecen magnitudes complejas. Asi, por ejemplo,
tanto las leyes de Snell como las ecuaciones de Fresnel siguen siendo vélidas. Bajo este
supuesto y fijando los ejes de coordenadas de forma que eMAaooresponda al plano de
incidencia (Fig. 4.20), el vector de propagacion de la onda transmitida serd de la forma
Et =k, (senf, y+ co#, z) Podriamos esperar entonces que la penetracion de la onda
transmitida fuera menor que si la incidencia es normal, ya que la componente normal se ve
reducida un factorcosf,. Sin embargo, en un buen conductor, esta reduccion es

despreciable. Para ponerlo de manifiesto, basta con expresar el téostinae la forma

2

2
cosd, = (- seh 6, ¥? :EL—% se?neig (4.151)

donde hemos aplicado la tercera ley de Snell. Si aplicamos ahora la aproximaciéon (4.149),
podemos expresar el segundo término de la raiz de la forma

WO Iy [ P W8

ke
k> W’l,e, M, O

Como hemos dicho, en un buen conductor es, por definid®or> we,. Luego, si la

permitividad y la permeabilidad del dieléctrico de la region | no difieren mucho de las del
vacio, podemos considerar que se cumple la condicion
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L (4.152)
Hy O

y despreciar, sin mas, el térming,/k,)?serf 8, en (4.151), con lo que nos queda,
simplemente
cos, =1 (4.153)

independientemente del valor que tome el angulo de incidéncibeniendo en cuenta este
resultado, junto con la tercera ley de Snell, la expresion genérica de la onda transmitida
gueda de la forma

E, (F) = Eu e ®™ O E (2 elasety (4.154)

donde el términoEt(z) corresponde a la expresion (4.150), obtenida para incidencia
normal.

Es decir, con independencia de cédmo llegue a la superficie la onda incidente, en el
caso de incidencia oblicua la onda transmitida penetra en el conductor con unéargilo
esto es, segun la direccion normal, y se atenta del mismo modo en que lo hace en el caso de
incidencia normal. El concepto de profundidad de penetragsdralido entonces para
cualquier angulo de incidencia Por otro lado, la presencia del térmigo:*™ Y en
(4.154) indica que existe una propagacién de la fase de la onda en la dirgceisto es,

paralelamente a la superficie del conductor. De hecho, sélo la propagaci$nsera
relevante, puesto que la fuerte disminucion de amplitud en la direécidmpide una

propagacion efectiva en esa direccion, a pesar del téreifié® . Podemos considerar,

pues, que la onda transmitida se propaga en el interior del conductor concentrada en una
region proxima a la superficie y paralelamente a ella. Este fenédmeno recibe el nombre de
efecto peliculao efecto skin

., . L. —~27/9,

Por otro lado, la atenuacién de la amplitud de la onda transmitida en unddctor
conlleva una disminucién en el flujo de potencia a medida que ésta penetra en el conductor.
Teniendo en cuenta que el término de fas&**™Y no afecta al flujo de potencia asociado
a la onda transmitida, su densidad media viene dadh por

%0 Siempre, claro esta, que se cumpla la condicién de buen condmeters,. A frecuencias

Opticas, por ejemplo, podria no ser cierto, ya que un buen conductor puede dejar desedarsiy
elevada.

31 Esta expresion se obtiene a partir de la expresién genérica para el valor medio del vector de

: - . = 1 = - -~ 1~ = .
Poynting en régime senoidal permanenlfg,:ERe{E X HD] , conH==kx E, y teniendo en
n
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donde hemos utilizado la aproximacion

(06

n, 0 = 5 L gima (4.155)
p 05p

Luego, la densidad media de potencia que penetra en el conductor a través de su superficie
viene dada por

_ 00, - 2
|H(z= 0)|coset DT| E0t| (4.156)
al ser, como hemos vist®, =0. Este flujo disminuye en un facte 7% a medida que la
onda transmitida se adentra en el conductor, tendiendo a cero en et lismite,

¢, Qué ocurre entonces con la potencia perdida por la onda? Un sencillo calculo nos
permite comprobar que ha sido absorbida por el conductor, en forma de pérdidas éhmicas.
Para ello, basta obtener la potencia media disipada por unidad de volumen por una corriente

de tipo 6hmico § = oE ). En régimen senoidal permanente, esta potencia viene dada por
==\ _1 = =0 _0|=2
ui(3E)=Jr{iee]= g8

Integrando esta expresion en todo el volumen ocupado por el conductor, obtenemos la
potencia total disipada por la onda transmitida

W, = [ 2R av=[ 2| B[ € av

ConsiderandodV = dSdz donde dS corresponde a un elemento de la superficie del
conductor, resulta

_0|= 2""—22/5p _Udp* 2

W, —E|E0t| [ d{SdST| B s (4.157)

cuenta que la impendancia intrinseca en un buen conductor es una magnitud compleja. Dicho caracter
se traduce, por otro lado, en un desfasaje entre los campos eléctrico y magnético de la onda

transmitida, de valor/4, segun la expresion (4.155).
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dondeS representa la superficie total del conduét@omparando las expresiones (4.156) y
(4.157), vemos que la potencia disipada en el conductor se corresponde exactamente con la
potencia que penetra a través de su superficie, tal como esperabamos.

Una vez que hemos analizado lo que ocurre en el interior del conductor cuando
incide una onda plana sobre su superficie, veamos qué sucede en el dieléctrico. Para ello
podemos calcular los campos eléctrico y magnético asociados a la onda reflejada, aplicando
las ecuaciones de Fresnel obtenidas para incidencia sobre dieléctricos, pero teniendo en
cuenta que, segun la expresion (4.155), la impedapcidel segundo medio es ahora una

magnitud compleja. Para una onda incidente con el vé&ctpolarizado perpendicularmente
al plano de incidencia se cumple, si aplicamos la aproximacion (4.153)

i 'chosei -1
. Drlz co i '71 - r’l (4158)

’72 CO§i +nl r’icoﬁ_ +1

M
Por otro lado, segun (4.155), se verifica
2
Mo gs 1 g G e e (4.159)
M a0, Ly, o U

Teniendo en cuenta, de nuevo, la condiciébn (4.152), podemos despreciar, en una
aproximacion de primer orden, los términos agyn, en (4.158F, con lo que resulta

p; U-1. Del mismo modo, para una onda incidente con el ve®orpolarizado
paralelamente al plano de incidencia, obtenerpp§]-1. Es decir, podemos considerar, en
una primera aproximacion, gque un buen conductor se comporta, en lo que a la reflexién se

o . W, 1
%2 |a potencia disipada en el conductor puede expresarse también de Ia—ébrfmg Rs| I|2

1
dondeV\{,/S es la potencia disipada por unidad de superficie del condua‘soﬁ7 es la
o]
p
resistencia superficial del conductor, definida en la seccién 3.4.8epresenta la intensidad de
corriente que atraviesa una seccion del conductor de longitud infinita en profundidad y anchura
unidad, perpendicular a la superficie y a la direccién del campo eléctrico (ver seccién 3.4.3.).

33 Utilizando los valores del ejemplo 3.4 para el cobre, tenemos, para una incidencia desde el vacio

con una frecuencia situada en el rango de las microondas (por ejemplo, 14)%{42)1,0‘4 I
n
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refiere, como un conductor perfecto. Luego, en ambos casos se forman en el dieléctrico
ondas estacionarias mixtas, cuya fase se propagara paralelamente a la superficie del
conductor con una velocidad= w/ksenf, y cuyos campos vendran dados por (4.78) y
(4.79), en el caso de polarizacion perpendicular, y por (4.80) y (4.81), en el caso de
polarizacién paralela al plano de incidencia.

La aproximacion de primer orden para la onda reflejada, sin embargo, no tiene en
cuenta aspectos tales como la disipacion de potencia en el conductor, producida por las
corrientes de tipo 6hmico que induce la onda transmitida. Las expresiones

P, =1+ 2& cosf (4.160a) p =1+ 2&i (4.160Db)
’ no | 1, Cosh
=22 o (4.161a) r =2 (4.161b)
O i . I .
M M

obtenidas considerando los términos de orden inmediatamente superior en el desarrollo en
serie de potencias dg, /1, de las ecuaciones de Fresnel si son compatibles con el principio
de conservacion de la energia.

Una vez obtenidas las expresiones (4.161a) y (4.161b) para el coeficiente de
transmisién en un buen conductor, podemos determinar qué fraccion de la potencia que
incide sobre la superficie, aportada por la onda incidente, se disipa en su interior por efecto
Joule. La fraccién de potencia que se disipa viene dada directamente por la transmitividad de
la superficie, ya que, segun hemos visto anteriormente, la potencia total disipada coincide
con la potencia que penetra a través de su superficie. La transmitividad se obtiene facilmente
de la forma

_ 00, 2 |2
- _|R@=0jcos  —PITIE[_ osn,

2

= = T

|é(220)|0059. i|E0i|zcos1t9I 2C059i|
2n,

donde hemos utilizado la relacién (4.156). Segun este resultado y las expresiones (4.159) y
(4.161), para ambas polarizaciones la transmitividad es una funcion de la forma

-

y tiende a cero, l6gicamente, para conductores perfectos.
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) . 2
En el caso de un buen conductor, aunque el terr(mzq/a)]/ toma valores

realmente pequefios=(L0*en el cobre para frecuencias del orden de 10GHz), la potencia
total disipada puede ser apreciable si la superficie del conductor es lo suficientemente grande
y la onda incidente lo suficientemente intensa.

Ejemplo 4.8 Comunicacion submarina

El caracter conductor del agua salada dificulta enormemente la
comunicacion submarina. Si la sefial se emite desde una estacion terrestre, por
ejemplo, la intensidad de la onda que llega a un receptor sumergido depende
fundamentalmente de dos parametros: la transmitividad en la superficie del mar y la
profundidad de penetracién, los cuales, como hemos visto, dependen de la frecuencia
empleada. Por un lado, la transmitividad aumenta con la raiz de la frecuencia; por el
otro, la profundidad de penetracion disminuye con dicha raiz. De ambos efectos,
predomina éste Ultimo, ya que la profundidad de penetracion afecta
exponencialmente la atenuacion que sufre la onda en el agua. Asi, por ejemplo, a una
frecuenciaf = 1 MHz, la profundidad de penetracionds= 0.22m™, lo cual quiere

decir que a una profundidad de 1 m sdlo llega un 1% de la potencia transmitida en la
superficie. A una frecuencid = 10 kHz, la profundidad de penetracién toma un
vanr(S,O =2.25m™, con lo que se obtiene la misma situacion a una profundidad de

10 m por debajo de la superficie. Para mantener una comunicacion eficiente con un

barco submarino seria necesario emplear frecuencias demasiado bajas o potencias
demasiado elevadas, lo que la imposibilita en la practica, excepto cuando éste se
encuentra en la superficie.

4.7 Incidencia normal en multicapas

Existe un elevado nimero de dispositivos practicos que utilizan las propiedades de la
incidencia de ondas planas sobre medios dieléctricos. En algunas de estas aplicaciones, como
los recubrimientos antirreflectantes, los filtros interferenciales o los Df&rilbuted
feedback lasejsintervienen estructuras denominadasticapas dieléctricas.

Una capa multiple o multicapa dieléctrica es, en esencia, un conjunto de laminas
dieléctricas paralelas, dispuestas sucesivamente. Hasta ahora nos hemos limitado al andlisis
de los fendmenos producidos como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre la
superficie de separacion entre dos medios distintos. Cuando uno de ellos era un conductor
perfecto, aparecia una onda reflejada hacia el primer medio, como consecuencia de la
interaccion entre el campo de la onda incidente y las cargas presentes en el conductor.
Cuando ambos medios eran dieléctricos aparecia, ademas, una onda transmitida hacia el
segundo medio. La cuestidon es ¢qué ocurre ahora al afiadir mas discontinuidades en el
recorrido de las ondas?
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Logicamente, debemos esperar que se generen ondas reflejadas y ondas transmitidas
en cada una de las distintas discontinuidades que encuentre a su paso la onda incidente. Para
ilustrar el fenbmeno, tomemos la situacion mas sencilla de reflexién mdaltiple, con tres
medios diferentes y dos superficies de separacion. En el ejemplo de la figura 4.29a, estas
superficies aparecen situadas 2a—d y en z=0. Tal como hemos visto en la seccién
4.3.1, tras la incidencia de una onda plana en la primera de ellas, apareceran una onda
reflejada hacia el medio que forma la region | y una onda transmitida hacia la regién II,

representadas en la figura por sus vectores de propagacion corresponﬂj@rueﬁ,z. Al

incidir ésta ultima sobre la superficie situadazn0, se generaran una onda transmitida
hacia la regién Ill y una segunda onda reflejada, representadas por los vectores de

propagaciérizt3 y IZ,Z, respectivamente. Esta segunda onda reflejada, a su vez, incidira en la
superficiez=-d, dando lugar a la aparicion de las onﬁgsy 12;2 y asi, sucesivamente.

£ i &, £ % s
Hy €&y o Hz €, § H3z €5 e e, L€,
k. | - 3 1 3
— Ky, 0 . B,
L — b= ! +
- t2 3 K. k; 2 -
krlv o P 3 3
Dk, T 1 -
kr23 - -—
- - -
ktll? k1 : 2
Lk, i :
z=-d z=0 z=-d 2=0
(a) (b)

Fig. 4.29 (a)Incidencia en multicapas dieléctricas. En los medios
intermedios aparecen mudltiples ondas reflejadés. Situacion final
(estacionaria) tras las multiples reflexiones y transmisiones

Por consiguiente, este proceso de reflexiones multiples se aepitdinitum No
obstantedentro de cada region podemos aplicar el principio de superposicién a todas las
ondas que viajan en la misma direcci@on lo que se obtiene la situacion final de la figura
4.29b, en la que tenemos una onda progresiva y una onda regresiva en cada una de ellas,
excepto en la UltintA Como siempre, las condiciones de contorno que deben cumplir las

3 Si afladiéramos una discontinuidad en el otro extremo de la regién Il apareceria una onda regresiva
también en esta region.
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componentes tangenciales del campo total en las superficies situazlas-dny z=0 nos
permiten relacionar las distintas amplitudes entre si.

4.7.1 Impedancia de onda generalizada

La obtencion de estas relaciones no es excesivamente complicada, en este caso
concreto (al final del capitulo aparece propuesta como ejefticiahora bien, la
complejidad aumenta ostensiblemente si tomamos un niamero de capas mayor. Por fortuna,
existe una forma mucho mas simple y elegante de resolver problemas como el planteado en
la figura 4.29. El procedimiento en cuestion se basa en la extension del concepto de
impedancia intrinseca de un medio material, definido en el capitulo 3 a partir de la relacién
entre el campo eléctrico y el campo magnético de una onda plana uniforme, a una situacion
genérica en la que existe en el medio una onda o suma de ondas planas cualesquiera. Desde
este punto de vista, la reflexion de parte de la potencia al variar las caracteristicas del medio
(por ejemplo, en la superficie de separacion entre dos dieléctricos distintos) se relaciona con
un cambio de impedancia de la onda. Veamoslo.

En el caso més general, podemos definimigedancia de ondeomo sigue:

E (4.162)
H;

FormalmenteZ seria una matriz cuyos elemeni@s relacionan la componentesima del

campo eléctrico con la componeé&sima del campo magnético de la onda. En las ondas de

tipo TEM (transversal electromagnético) los camgdsy H tienen ambos una (nica
componente, perpendicular a la direccion de propagacion (de ahi el nombre de ondas TEM).
En este caso, la impedancia de onda se reduce a un escalar, definido por

Z=()—t (4.163)

% Por ejemplo, las expresiones que relacionan entre si las amplitudes de IaEZGndlézs_ y IZ3+

son, justamente, (4.43) y (4.44), ya que la situacion que se produce en la superficie sinmdaden
idéntica a la planteada en la seccion 4.3.1 (Fig. 4.12). Dichas expresiones, sin embargo, no son
validas en la superficie situada e —d, donde nos enfrentamos a siacion distinta, en la que

inciden a la vez dos ondas planas desde direcciones op(atficadas por los vectorel%l+ y

IZZ_ en la figura 4.29b). En este caso habra que resolver el problema desde el principio, es decir,

partiendo de las condiciones de contorno (4.29) y (4.30) para las componentes tangenciales del
campo.
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donde el subindice se refiere a las componentes transversales del campo. El signo de la
expresion debe escogerse arbitrariamente de forma que, para el caso de una onda plana
uniforme, coincida con la impedancia intrinseca del medio, con signo positivo.

Ejemplo 4.9 Algunos ejemplos de calculo de impedancia de onda

Veamos a continuacion qué expresiones se obtienen para los distintos tipos de ondas
vistos en este capitulo

(a) Onda plana uniforme

En el caso de una onda plana que se propaga en la dirécaion el campo
eléctrico polarizado linealmente en la direccign las expresiones fasoriales del

campo son de la forma
— 2\ — —jkz & /7 — Eo —jkz g
E(r)=E,e ™y H(f)=——e ™%

dondek representa la constante de propagacidm Ya impedancia intrinseca del
medio en el que se propaga la onda. Sustituyendo estas expresiones en (4.163),

obtenemos
E, Eoe ™
Z=——2=——2—__ = (4.164)
He  _EBogik
n

Es decir, la impedancia de una onda plana uniforme es justamente la impedancia
intrinseca del medio en el que se propaga, tal como hemos impuesto al principio.

(b) Onda plana estacionaria
En la seccion 4.2.1 habiamos obtenido las siguientes expresiones para el

campo total que resulta de la incidencia normal de una onda plana como la del caso
(a) sobre la superficie de un conductor perfecto

E(2 =-2 |y E,senkz H(2) = 250 fcoskz
n
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Luego, la impedancia de una onda estacionaria resulta ser

E :
Z:—H—y:—mtgkz (4.165)

(c) Onda parcialmente estacionaria

Cuando la onda plana uniforme del caso (a) incidia normalmente sobre la
superficie de separacion entre dos dieléctricos se formaba en el primer medio una
onda parcialmente estacionaria, cuyas componentes transversales del campo eran de
la forma

E,(9= EO(Z josenk z+ 1 éjklz) H (2) = E(chosklz— Te—jklz)

1

donde los coeficientep y 1 vienen dados por (4.43) y (4.44). En este caso y tras

algunas simplificaciones, se obtiene la siguiente expresiéon para la impedancia de
onda en el medio I:

- .
z=-"% = Mo "IN 10K2 (4.166)
H, M~ N, tgkyz

4.7.2 Coeficiente de reflexion generalizado

El concepto de impedancia de onda es de gran utilidad en el estudio de situaciones

en las que aparecen reflexiones multiples, siempre que la incidencia sea normal y las ondas
sean de tipo TERM. Como hemos dicho anteriormente, podemos entender el fenémeno de la
reflexién en relacién con las variaciones de la impedancia de onda a lo largo de la direccion
de propagacion. Para ponerlo de manifiesto, consideremos un medio cualquiera, de
impedancia intrinsecg . Supongamos que a través de este medio viajan dos ondas planas

uniformes, segun las direccionés= 2 y k =-2. Llamemos onda progresiva a la primera

de estas ondas y onda regresiva a la segunda. Asumiendo que la onda regresiva aparece en el
medio como consecuencia de la reflexion, ya sea total o parcial, de la onda progresiva en
algun punto del eje de propagacion, podemos defitioaficiente de reflexion generalizado

como sigue:

% En realidad, con ello entramos en la teoria general dméss de transmisigraunque su estudio
detallado escapa al proposito de este libro.
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E"(2
E*(2

() = (4.167)

donde E*(2) es el campo eléctrico asociado a la onda progresifa (z) es el campo

eléctrico asociado a la onda regresiva. Al ser ambas, ondas planas uniformes, podemos
expresar (z) de la forma

r@g=t0 =B g (4.168)

La expresion (4.168) es aplicable a cualquier punto del eje de propagacion. Expresa
gue el coeficiente de reflexidbn generalizado, mientras permanezcamos en un mismo medio,
es una funcién continua dequesolo variara en fase. Para que se produzcan variaciones en
el médulo debe haber necesariamente un cambio de medio. Para cada medio distinto,
debemos recalculdr(z) en funcién de las ondas presentes en él.

En la préactica, resulta conveniente referir el coeficiente de reflexion a un punto
concreto (por ejemplo, la superficie de separacion entre dos medios). Llamgmasste

punto. Segun (4.168), el valdy que toma el coeficiente de reflexion B es

+

Mo =T(2) = S e?l%
Eo

lo que nos permite reescribir dicha expresion de la f8rma
M(2) =T (z)&*=? (4.169)
Esta ultima expresion nos permite “trasladar” el valgy, obtenido para el

coeficiente de reflexion en una superficicie situada en el @ang,, a cualquier punto del

espacio donde nos interese hallar la relacién entre los campos eléctricos de las ondas
progresiva y regresiva.

37 Una expresion de este tipo debe ser necesariamente cierta mientras no se produzcan variaciones en
el medio. Nos dice que el valor del coeficiente de reflexiéon generalizado no puede cambiar en
amplitud, sino solamente en su fase, dentro de un mismo medio. Las variaciones en amplitud se deben
a cambios de medio.
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Relacién entre impedancia de onda y coeficiente de reflexion

Una vez definido el coeficiente de reflexion generalizado, sélo nos queda determinar
la relacion existente entre éste y la impedancia de onda generalizada. Aplicando la definicién
(4.163) para la impedancia de onda al caso considerado en el que tenemos una componente
progresiva y una componente regresiva obtenemos la expresion

E'@+E (9

ST

(4.170)
en la que la relacion entre los cam@®5(2) y E™(2) se obtiene directamente a partir del
coeficiente de reflexién generalizado. La relacién entre los campos magnétic(s, y
H™(2), asociados, respectivamente, a las ondas progresiva y regresiva se obtiene como
sigue
N B, 1,
H =—(-2)xE =-—2x(TE)=-T H
n n
Por consiguiente, podemos expresar (4.171) de la forma

_E'@+TAE(}_E'(Q1+T(d
H'(9-T(dH (3 H'(91-T(D
1+7 (2
1-T(2

Z(2)

(4.171)

ya queE* (2 y H"(2) corresponden a una onda plana uniforme que viaja en la direccion
positiva del ej&.

Esta ultima expresion, junto con (4.169), nos permite conocer la impedancia de onda
en todos los puntos de un medio cualquiera si conocemos el valor del coeficiente de
reflexion en un punto concreto del medio en cuestion.

La relacion inversa correspondiente, obtenida despejafz)oen (4.171), es

_Z(29-n
r(2 “Z(+n (4.172)

Aungue en apariencia las expresiones (4.171) y (4.172) representan las dos caras de
la misma moneda, existe una diferencia fundamental entre ambas. Por un lado, como hemos
dicho anteriormentd; (z) es una funcion continudentro de un mismo medin el paso de

un medio a otro, en cambio, presenta discontinuidades en la superficies de separacién. La
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impedancia de onda generalizadéz) , por el contrariogs una funcién continua siempre

Para ponerlo de manifiesto, volvamos a la definicion (4.163) para ondas planas. La razon de
esta continuidad hay que buscarla en la continuidad de las componentes tangenciales del
campo. Si recordamos las diversas situaciones estudiadas hasta ahora, podemos comprobar
gue en todos los casos el punto de partida eran las condiciones de contorno para las
componentes tangenciales, que debian ser continuas en la transicion entre dos medios
dieléctricod® (obviamente, debian serlo también dentro de un mismo medio). Desde este
punto de vista, el papel que desempefia la impedancia de onda generalizada consiste en
condensar las condiciones de contorno en una Unica expresion, de aplicacién general. En este
sentido, podemos decir que la presente seccién constituye un compendio o culminacién de
todo lo visto en las secciones de la 4.1 ala 4.3.

Una vez obtenidas las expresiones (4.171) y (4.172), veamos a continuacion como
podemos aplicarlas a la resolucion de una situacion concreta. Para empezar, digamos que la
clave reside en lo que acabamos de comentar en el parrafo precedente: dentro de un mismo
medio, la continuidad de la funcidn(z) nos permite calcular en todo momento la relacion

entre las ondas progresiva y regresiva en el medio en cuestion; en las superficies de
separacion entre dos medios distintos, la continuidad de la fuA¢@nnos permite superar

las discontinuidades que aparecen lefz). De este modo, somos capaces de “saltar’
sucesivamente de un medio al siguiente.

Para ilustrar el procedimiento, volvamos al ejemplo planteado al principio de esta
seccion. Segun la figura 4.29b, en la regién Il tenemos una onda plana uniforme. En esta
region, pues, la impedancia de onda coincide con la impedancia intrinseca del medio, seguin
hemos visto en el ejemplo 4.98&enemos, por lo tanto

Z(2) =n, z>0

Segun (4.172) el coeficiente de reflexion en la superficie del medio, situaa@nes

_Z(0)-n, _ns—n, _
I, (0)= = =
() 2O +n, ny+m, 2

donde lo hemos denominado de este modo debido a la coincidencia que presenta con la
expresion (4.43), obtenida en la seccién 4.3.1. Esta coincidencia no es casual en modo
alguno, ya que la situacion en la superfizie 0 es idéntica a la planteada en la figura 4.12.
Empleando, a continuacion, las expresiones (4.169) y (4.171), obtenemos, en la regién
-d<z<0

% Por otro lado, la introduccién de la impedancia intrinseca compleja nos permite extender esta
continuidad al caso en que un medio (0 ambos a la vez) sea un conductor.
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1+, (2) _1+ steZJKZZ

?1- (2 1- /)2392“(ZZ

Z(9=n

Multiplicando numerador y denominador p& *?* y descomponiendo los términos

exponenciales en senos y cosenos, resulta la expresion

N3 COK,Z— N, Serk,z_ - N3~ jN,tgk,z

- - -d<z<0
N, Cosk,z~ g serk,z 2 1, = jN5tgk,z

Z(2 =n,

para la impedancia de onda en la region Il. En este caso, la coincidencia se produce con la
expresion (4.166), obtenida para la onda estacionaria mixta del ejemplo 4.9c Este resultado
no debe sorprendernos, ya que la expresion utilizada para el coeficiente de reflexion es la
misma en ambos casos.

Pasemos ahora a la segunda superficie, situada=end. El valor que toma la
impedancia de onda en esta superficie, segun la expresion anterior es

ns; + jn,tgk.d

Z(-d)=n .
2 n, + jnstgk.d

El coeficiente de reflexion correspondiente se obtiene utilizando de nuevo la expresion
(4.172)
_Z(-d)-n, _ ’72(’73 +n, tgkzd) _’71(’72"' jn stgk 2d)

r(=d)= = . .
| Z(=d) +n, '72(’73 + antgkzd)+’71(f72+ matgkzd)

(4.173)

Conviene expresar, mediante el subindice correspondiente (I, 1l o Ill) la regién a la que
referimos el coeficiente de reflexién, ya que, como hemos dicho anteriormente, la funcion
I"(2) es discontinua en los puntos en los que se produce un cambio de medio.

Finalmente, utilizando otra vez las expresiones (4.169) y (4.171), obtendriamos la
expresion para la impedancia de onda en la region I. En los sistemas en los que aparecen mas
de tres capas, debe repetirse este proceso de forma iterativa en las diversas capas, empezando
siempre por la ultima. Si ésta es un conductor perfecto, deberemosagmér) = 0 como

valor de partida.
Ejemplo 4.10 Recubrimientos antirreflectantes
Una aplicacion tipica de los sistemas de multicapas dieléctricas se encuentra

en la fabricacién de recubrimientos antirreflectantes para superficies épticas. Una
capa antirreflectante presenta un coeficiente de reflexion nulo para la incidencia de
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ondas planas a una cierta frecuencia. El caso mas sencillo es un sistema de tres capas
como el que acabamos de analizar, en el que la capa intermedia (la capa Il) se
introduce a modo de recubrimiento para evitar la reflexiébn que se produciria si las
capas | y Il estuviesen en contacto directo. En este easien dos situaciones
distintas para las que se que se cumple la condicion de reflexionnuted) =0,

las cuales se obtienen a partir de la expresion (4.173) (es preferible, sin embargo,
multiplicar previamente numerador y denominador posk,d). En la primera, la

condicion de reflexién nula se obtiene cuando se verifica
N =n, d=m—=

con m entero (la obtencién de este resultado aparece propuesta como ejercicio al
final del capitulo). Sin embargo, un sistema de estas caracteristicas no es viable
como recubrimiento antirreflectante. En un sistema tipigorepresenta el medio

sobre el que se aplica el recubrimiento, mientragjgeera, mayormente, el aire o

un gas, o bien una solucién liquida, por lo que tendran valores distintos. Por fortuna,
en la segunda situacién de reflexion nula, se verifica, simultaneamente

A
N, =~+M"s d:(2m+DTZ

(dondem puede ser un numero entero cualquiera), lo que permite que pueda ser
aplicada como recubrimiento antirreflectante.

Del resultado anterior se deduce que un recubrimiento es totalmente
antirreflectante Unicamente para una determinada longitud de onda. En general, el
coeficiente de reflexion generalizado es una funcion que depende de la longitud de
onda empleada (ver, por ejemplo, la expresion (4.173), aplicable a un recubrimiento
de una capa). Si se trabaja con ondas no monocromaticas, es necesario emplear
recubrimientos de mas de una capa. Un procedimiento empleado habitualmente,
aungue su justificacion exigiria un andlisis detallado, consiste en afiadir al conjunto
capas de grosoA/2 para la longitud de onda dptima. Cada una de estas capas

aumenta el orden de la funcidi(A) y hace que el nulo sea mas pronunciado en la
longitud de onda de interés. De este modo se consigue una respu@statanto

mas plana cuanto mayor es el nimero de capas introducidas. En la figura 4.30
aparece la funcion correspondiente a sistema tipico de cuatro capas.
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Fig. 4.30 Respuestd (A) para un recubrimiento tipico de dos capas

PROBLEMAS - CAPITULO 4

1. Una onda plana que se propaga en el vacio tiene su campo eléctrico asociado en la forma:
Sy S sy Koz
E(F) = Eg(X+ [9)e ™

a) Escriba la direccion de propagacion, el tipo de polarizacion y su sentido de giro.
b) Sila amplitud e&, = 1 V/m calcule la potencia media transportada por la onda.

La onda incide sobre un plano conductor perfecto, situado en los puntos x=z (Fig. 1).

c) Calcule el fasor del campo reflejado. X
¢, Qué tipo de polarizacion tiene?

d) Escriba la expresion del campo total
existente en todo el espacio.

e) Calcule el vector medio de Poynting y Z
justifiqgue ese resultado.

f) En un plano paralelo a la superficie del
conductor y a una distancia de 1 m la
componentey del campo total se cancela.
Sabiendo que esa es la distancia minima a la
gue esto ocurre, ¢cudl es la frecuencia de la
onda?

\ 4

Fig. 1

2. Calcule los coeficientes de reflexién, en los casos de polarizacion paralela y perpendicular al plano
de incidencia, para una onda plana uniforme que incide desde el aire eg=8liay( en parafina
(e,=2). Dibuje en una gréfica los resultados obtenidos.
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3. Demuestre que cuando una onda plana con polarizacion paralela incide con el angulo de Brewster
sobre una ldmina plano-paralela de cierto grosor no se produce reflexion en ninguna de las dos
superficies.

Fig. 2

4. Una onda plana uniforme de frecuenfcia150 MHz cuyo fasor campo eléctrico se escribe en la
forma:

L O . 5/50 -
E (F) = Ey g(Zx— 2+ I yETexp(— jk 0OF)

incide oblicuamente desde un medio dieléctrico perfecto no magnético con indice de refriae@6n
sobre el espacio vacin,(= 1), tal como se muestra en la figura 3.

4

Fig. 3

a) Obtenga el valor de los angulos de incidencia y de refraccion.

b) Escriba las expresiones de los vectores de onda de las tres ondas: incidente, reflejada y
transmitida.

c¢) ldentifique el tipo de polarizacién de la onda incidente.

d) Calcule el angulo de Brewster para una onda plana que incide desde el dieléctrico sobre
el vacio.

e) Calcule los coeficientes de reflexion y de transmision para esta situacion.
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f) Obtenga el fasor campo eléctrico de la onda transmitida.
g) ldentifique el tipo de polarizacién de las ondas reflejada y transmitida.
h) Calcule el valor del angulo critico para este problema.

5. Se ha medido el coeficiente de reflexion para una onda plana con polarizacion lineal que incide
desde un medio dieléctrico en la superficie de separacion con el aire, para diferentes angulos de
incidencia. Los resultados obtenidos se representan en las figura 4.

A la vista de la forma de esas gréaficas conteste a las siguientes cuestiones:

a) ¢ Cudl es la orientacion del campo eléctrico incidente?

b) Expliqgue la forma de las graficas en los tres intervalos de angulos que se pueden
distinguir: [0° - 35,269, [35,26° - 45°] y [45° - 90°].

c) ¢Cudl es el indice de refraccion del dieléctrico?

d) Calcule el valor del angulo de incidencia para el que el coeficiente de reflexion tiene una
fase dew2 rad.

Ip| a
1

0.17 35.26

150 30° 45 60° 75" 90°
<p a
/21

-1t/2

-

Fig. 4

6. Una onda electromagnética, con polarizacion lineal y perpendicular al plano de incidencia, de
frecuencia f = 300 MHz, viaja por un medio dieléctrico cuyo indice de refracciom ®4l,45, e

incide sobre la superficie de separacion con el aire. Al medir el campo eléctrico en el aire, en puntos
cercanos a la superficie de separacién, se comprueba que su amplitud se atenla emXa(fé;®a

2).

a) ¢Con qué angulo respecto a la normal a la superficie dieléctrico-aire esta incidiendo la
onda?

b) Sila amplitud de la onda incidente fuese de 10 mV/m, ¢,cudl seria la densidad de potencia
reflejada hacia el dieléctrico?, ¢y la transmitida hacia el aire?

c) Escriba la expresion del campo eléctrico total en el dieléctrico en funcién del coeficiente
de reflexién (no es necesario que calcule éste explicitamente).
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 367

d) ¢Se forman ondas estacionarias en el dieléctrico? ¢A qué distancia minima podemos
encontrar dos puntos en el dieléctrico en los que el fasor de campo eléctrico es nulo?, ¢en
gué direccién debe medirse esa distancia minima?

Z
n=1
Y
< ——
n=1,45 K —
K, 3
Fig. 5

7. Una onda plana uniforme polarizada elipticamente incide desde el aire sobre un medio dieléctrico
de indice de refracciom (Fig.6). El fasor campo eléctrico de la onda incidente puede escribirse en la
forma:

E (1) =C(&, + pd®q) &k

y se comprueba que la onda reflejada tiene polarizacién lineal, y la onda transmitida polarizacion
circular y sentido de giro a derechas (viendo alejarse la onda). Con esa informacién conteste a las
siguientes cuestiones:

a) Obtenga las expresiones plg deAd en funcién de.

b) Calcule la orientacion de los ejes de la elipse de polarizaciéon de la onda incidente
respecto a los ejes en los que se expresa la anhglall().

c) Sabiendo que la relacién axial de la elipse de polarizacion de la onda incid®#2, es
calcule el valor del indice de refraccién del dieléctrico.

AY

n,= 1 n

Fig. 6
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8. Una onda plana uniforme incide con cierto angulo sobre un diedro de paredes conductoras, tal
como se muestra en la figura 7.

a) Escriba la expresién del vector de onda incidente.

b) Escriba la expresion del campo eléctrico de la onda incidente.

c) ¢Qué otras ondas son necesarias para describir formalmente la situacion? Escriba sus
vectores de onda y los fasores de sus campos eléctricos, en funcién de la amplitud de la
onda incidente.

d) Obtenga las direcciones en que aparecen ondas estacionarias.

e) ¢Como cambiara la direccion de la radiacién emergente del diedro si recubrimos la pared
interna del diedro situada =0 con una lamina dieléctrica de grosbre indice de
refraccionn?

AY

v

Fig. 7

9. Una onda plana incide normalmente sobre un lamina dieléctrica de indice de refraenidm
forma en que se muestra en la figura 8.

a) Calcule el minimo grosat (distinto de cero) para el que no se produce reflexion hacia el
aire.

b) Si la relacion de onda estacionaria en el dieléctrico toma el valor 2 ¢cudl es el indice de
refraccion de la lamina?

A
d
<>
n=1 n n=1
———————————— oO—— P
K
z=-d 2=0 Fig. 8
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5 Guias de onda

Parece evidente que, en cualquier situacion realista en la que se quieran estudiar los
campos dependientes del tiempo, deben existir limites o paredes en la regién bajo analisis.
En estos casos las soluciones para los campos en el medio no podran ser, en general, ondas
planas uniformes de extensién infinita, ya que, ademas de satisfacer las ecuaciones de
Maxwell, deben cumplir las condiciones de frontera en los limites de la regién que se
considera. En este capitulo, avanzando un paso mas en el grado de confinamiento de los
campos respecto a las situaciones que se vieron en el capitulo anterior (con la presencia de
medios semiinfinitos), se van a estudiar ¢gagas de ondaUna guia de onda puede ser
definida como una estructura destinada a la propagacion dirigida y acotada de radiacién
electromagnética. El medio dieléctrico en el que esta propagacion se produce esta limitado,
ya sea por un material conductor (para microondas y radiofrecuencia), ya sea por otro
dieléctrico (para frecuencias 6pticas). Desde el punto de vista geométrico las formas mas
comunes, aungque no Unicas, de guias de onda tienen secciones rectangulares o cilindricas.

5.1 Guias de onda y lineas de transmision

Existen en la practica numerosos tipos de estructuras que, con toda propiedad,
pueden ser catalogadas como guias de onda. Tal y como se ha mencionado, se emplean para
transmitir ondas electromagnéticas punto a punto de una forma eficiente. Por lo general se
trata de sefiales de informacion de elevada frecuencia y que no podrian ser transmitidas por
otros métodos, debido a que la transmision no seria eficiente, como es el caso de las sefiales
Opticas (que se transmiten preferentemente por fibra a grandes distancias, y no a través de la
atmosfera), o bien porque producirian interferencias en otros equipos, como las microondas,
entre 0,3 y 10 GHz. En este capitulo trataremos de los tipos méas sencillos de guias de onda,
como son las guias de paredes conductoras de seccion rectangular o circular, el cable coaxial
y las fibras épticas. No se trata tampoco de un estudio completo, aunque si suficientemente
amplio como introduccion a este tema. Existen otras estructuras, como las guias y fibras de
seccion eliptica, y las lineasicro-strip, asi como las guias dieléctricas tipo canal, que tienen
gran importancia tecnoldgica, algunas de las cuales se ven con detalle en cursos posteriores.
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370 Campos electromagnéticos

Las guias de onda deben ser tratadas a partir de los modos de vibracion y
propagacion electromagnéticos que son capaces de soportar y, en general, no es posible
establecer de forma inmediata un modelo circuital equivalente. En este aspecto se suelen
distinguir de otras estructuras guiantes, como seria, por ejemplo, un par bifilar, donde si
existe un modelo sencillo de analisis mediante tensiones y corrientes. A este segundo tipo de
guias se las denomifiaeas de transmisiorEn este capitulo nos centraremos, sin embargo,
casi exclusivamente, en el primero de los tipos mencionados.

5.2 Guias conductoras de seccion rectangular

Vamos a considerar el caso de una guia de onda limitada en sus dos dimensiones
transversales por un material conductor (que aproximaremos como perfecto) y en cuyo
interior existe un medio dieléctrico lineal, homogéneo e isotropo (Fig. 5.1). La expresion de
las ecuaciones de Maxwell en notacion fasorial, excluyendo las fuentes (que son las que
rigen para la propagacién guiada), es:

OE=0 OxE-=-jwuH

L . (5.1) - (5.4)
OxH = jweE OH =0

Si el dieléctrico interior es no magnético, lo que, por otra parte, es una situacion
habitual, puede sustituirse en todas las expresiones [.por |

Fig. 5.1 Guia de paredes conductoras

De las anteriores se obtiene inmediatamente, como ya sabemos, la ecuacion de onda,
para uno u otro campo:

02E = —w’ucE 0%H = -w?ue H (5.5) - (5.6)
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Tomaremos el eje Z como direccion de propagacion de las ondas en el interior de la
guia, y las direcciones X e Y seran siempre las direcciones transversales a la propagacion. El
tipo de soluciones que buscamos para las ecuaciones de arriba se escribe, en forma fasorial:

E(xy,2= Hxy &~ Hxyyr Hxe” (57)-(58)

donde 3 es la llamada constante de propagacion. A una solucion del tipo (5.7)-(5.8) se le
denominamodo de propagacién de la guig se caracteriza porque su fase depende
linealmente de z, la coordenada en la direccion de propagacion, pero su amplitud es
independiente de ella. Este tipo de soluciones no son, por si mismas, completamente
generales, pero constituyan conjunto completasto es: cualquier posible onda que pueda

propagarse en la guia puede escribirse mediante la adecuada combinacion lineal de esas
funciones.

Sustituyendo estas soluciones en las respectivas ecuaciones de onda resulta:
O°E+(w’ue-BHE=0 O H+(w’ue-B)H=0 (5.9) - (5.10)

2 2
donde el simbold]? = Py + Py es la laplaciana transversal.
X y

Mediante cierta manipulacion matematica, y haciendo uso de las ecuaciones de
Maxwell (5.1)-(5.4), pueden obtenerse relaciones muy U(tiles entre las componentes
transversales y longitudinales de los campos:

(ke - B2) E, = - joou dﬁHyz -ipZ (5.11)
@he =) E, =+ jon e - BT (5.12)
(ke - B2 H, :+jws‘;Eyz -iplk (5.13)
(@Phe = 57) Hy == e T B (5.14)

por lo que es claro que, en cualquier tipo de guia, el conocimiento de las componentes
longitudinales (las componentes en la direccién de propagacion) nos permitira hallar todas
las demas. No es dificil de ver (compruébese) que sustituyendo esas cuatro relaciones en la
ecuaciéon de onda obtenemos, precisamente, dos ecuaciones desacopladas para las
componentes longitudinales
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092 92, 0O
EFXZ + % +w’ue - B EEZ =0 (5.15)
092 92, 0O
sy e G <o 519

Sobre la superficie conductora, por aplicacion de las condiciones de contorno, se
cumplira en todos los caso&, =0 (demostrarlo) y, para el campo magnético,

(AO)H, = 0 (demostrarlo).

A la hora de resolver (5.15) y (5.16) se comprueba que exikbsn tipos
independientes de modgse pueden satisfacerlas, junto a las condiciones de contorno:

En el primer caso se puede importer(x, y) = 0, en todos los puntos del interior de
la guia, y tomar pard,(x, y)una funcion que cumpla la condicion de contorno arriba
indicada. Las soluciones obtenidas se denominan ondas deatiguersal eléctricdTE),
puesto que el campo eléctrico de la onda soélo tiene componentes transversales a la direccion
de propagaciorExy E,.

En el segundo caso, tomantds(x, y) = 0 en todos los puntos,By, (X, y)debe ser

tal que satisfaga la condicion de contorno correspondiente. Las ondas resultantes son ahora
del tipotransversal magnético TM.

Finalmente, se tendrian ondas de tipmsversal eléctrico y magnétiqd EM) si
eligiésemos simultaneament&, =0 y H, = 0. Esta Ultima opciobn es posible en

problemas similares; sin embargo, en guias huecas de paredes conductoras no resulta una
solucion adecuada. Para verlo se puede razonar del siguiente modo: si ambas componentes
longitudinales fueran nulas, por las leyes de Gauss y de Faraday, resultaria que el campo
eléctrico tendria divergencia y rotacional nulos (compruébese), es decir, se podria expresar el
campo en funcién de un potencial escalar que cumpliria la ecuacion de Laplace. Entonces, ya

que E = -0@, y que la condiciones de contorno del campo sobre la superficie la fuerzan a
ser equipotencial, resultaria qge= constanteen todos los puntos seria una solucién posible

(y Unica), y el campo se anularia forzosamente (no habria onda). Seria diferente si en el
interior de la guia hubiese otro conductor, aislado del conductor externo, porque entonces los
potenciales en ambos podrian ser distintos, y si serian posibles soluciones no triviales en ese
contexto.

Lo dicho hasta aqui es valido para cualquier geometria de guia hueca de paredes
conductoras. En lo que resta de este apartado nos centraremos en el estudio de la
propagacion en guias de seccion rectangular, como la que se muestra en la figura 5.2, de
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dimensiones y b, segun, respectivamente, los ejes X e Y, y con la suposicién de que la guia
se extiende infinitamente segun la direccién de propagacion Z.

Y

A

a>b

H.g

L

. ¢

Fig. 5.2 Guia de onda conductora de seccion rectangular

V4

5.2.1 Modos de tipo transversal eléctrico (TE)

De acuerdo con la orientacién de la guia (Fig. 5.2) podemos expresar la componente
longitudinal de la onda (la del campo eléctrico es nula) en la forma:

H,(x,y) = X(X Yy (5.17)
y, sustituyendo en la ecuacion (5.16), resulta:

d?X ' x d?y
dx? dy?

Y +(w’ue - BA)XY =0 (5.18)

Dividiendo porXY se tiene:

1 d
Xl " —k2 Yar - -k (5.19) - (5.20)

donde se debe cumplir, en todos los casos, la igualdad:
—ki - ki +w’ue-B*=0 (5.21)

Las soluciones generales de las anteriores ecuaciones son:
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X(X) = Asenk x+ Bcosk x

Y(y) = Csenk, y+ Dcosk y (5.22)

El siguiente paso consiste en aplicar las condiciones de contorno. Lo inmediato seria
cancelar las componentes de campo eléctrico tangenciales a cada una de las paredes de la
guia en los puntos inmediatamente préximos a cada conductor, sin embargo no disponemos
todavia de la forma de ninguna de las dos componentes de campo eléctrico (salvo la
longitudinal, pero ésta ya es nula en todo el interior de la guia). A la vista de las ecuaciones
(5.13) y (5.14) surge otra posible estrategia: las componentes de campo magnético
H, y H, son normales a las paredes conductoras (en cuyo grosor interior el campo

magnético es nulo) y, por tanto, deben cancelarse en los puntos de la superficie. Se obtiene
entonces:

mit
=0 - A=0 k, =g

X1x=0,x=a

>

_ _o « —hm
v|y=o,y=b‘0 -~ c=0k =1

donde, a priori, son posibles cualesquiera valores entepos 0, 1, 23 ....

Finalmente tenemos la expresion de la componente longitudinal:

mrt nit
H,(x,y) = H, cosqx) cos@y ) (5.23)

donde hemos definido la amplitud, = B [D.

Esta solucion corresponde a un modo genéricqn,THonde los subindices se
relacionan con el ritmo de variaciéon transversal de los campe® \emespectivamente.

La igualdad (5.21) puede expresarse ahora mas explicitamente:

Brn = K2 - (B2 - (A (5.24)

donde se ha escrith® = w?ue . Esta férmula, que relaciona la constante de propagacion de

cada modo con la frecuencia, recibe el nombrereliecion de dispersioren la guia.
Volveremos sobre ella mas adelante.

Si, a continuacion, sustituimos (5.23) en (5.11) y (5.12), obtendremos, para los
modos TE:
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nm
- wyl
E, (X y) =~ Jwﬁ Hy COS(maEX)Sen%Ty F N H, (5.25)
) +C)
a b
mm
_ a iy m _wu
E,(x )= Wb s H, sen(t x ) cosflty 5 M (5.26)
a b

y lo mismo podria hacerse con (5.13) y (5.14) para el calculo de las componentes
transversales del campo magnético.

La conclusion importante de todo el desarrollo anterior, y a falta de una posterior
profundizacion, es la siguiente: existen soluciones en forma de modos de propagacion, cuya
amplitud permanece constante y con una variacion lineal en la fase a lo largo de la guia. Esos
modos forman un conjunto discreto de soluciones, y se obtienen individualmente dando
valores enteros my a n. La constante de propagacién es diferente, en principio, para cada
uno de esos modos.

5.2.2 Modos de tipo transversal magnético (TM)

La obtencién de los modos TM sigue los mismos pasos que en la seccién anterior.
Ahora la separacion de variables la utilizamos en la forma:

E.(x¥)=X(XYY (5.27)

y, sustituyendo en la ecuacién de onda, llegaremos de nuevo al tipo de solucién mostrado en
(5.21) y (5.22).

Las condiciones de contorno se aplican inmediatamente, puest&,gse una
componente de campo eléctrico tangencial a las cuatro paredes de la guia, y debe cancelarse
junto a todas ellas. Su expresion final, como puede comprobarse facilmente, es:

E,(xy) = E sen(k x)sen, y) (5.28)
y donde, de nuevo, se satisfacen las relaciones siguientes:
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Si sustituimos la expresion (5.28) en (5.13) y (5.14) obtendremos las demas
componentes:

nn
, we
H, (X, y):—ja)gﬁ E, sen@ﬂx)cos?bﬂy )=—7 E, (5.29)
(?) +(?)
mmt
_ T T we
H (X, y) = jwe o, E cos(me)sen?b—y F 5 E, (5.30)
a b

y de (5.11) y (5.12) pueden obtenerse las componentes transversales de campo eléctrico.

Ejemplo 5.1 Compruebe cualitativamente que la aparicion de dos familias de
modos, TE y TM, en guias de paredes planas tiene sentido fisico. Para ello imagine
gue una onda plana con polarizacién lineal incide oblicuamente, desde el exterior,
sobre una de las superficies interiores de la guia. Deduzca qué componentes de
campo existiran en el modo asi formado en funcion de la orientacion de los campos
incidentes.

Fig. 5.3 Origen de las dos familias de modos en guias rectangulares

Aunque este ejercicio no reviste el caracter de una demastracion, si resulta
suficientemente clarificador. En las figura 5.3 se muestran cuatro posibilidades de
incidencia de una onda plana uniforme sobre las paredes interiores de la guia, con
polarizacién paralela y perpendicular al plano de incidencia en cada caso. Un modo
cualquiera TE puede excitarse incidiendo simultdneamente con dos ondas, en la
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forma que se muestra en las figuras (b) y (c), y un modo TM con las ondas (a) y (d).
En general cualquier otro tipo de incidencia podria reducirse a una combinacion
adecuada de las anteriores, luego cualquier onda que pueda excitarse en el interior de
la guia responde a alguna combinacion de los modos de la guia.

5.2.3 Modos guiados y modos en corte. Curvas de dispersion

Hemos visto que la constante de propagacion de un mogQol'EM,,, se puede
escribir como:

m  n?
Binn = \/wzug -1 (57 * 52) (5.31)

De esta expresion se comprueba que la constante de propagacion se mantendra real
siempre que:

113

w? e = n2(¥

n2
+ E) (5.32)
y, por lo tanto, s6lo para un conjunto finito de valoresnde den. Este hecho es de una
importancia fundamental en la teoria de guias de onda. Si el par de valores escogidos para
los enterosn y n son tales que la condicién (5.32) no se satisface, tendremos un caso en el
gue la constante de propagacion pasa a ser un valor imaginario puro, en la forma:

an :ijamn

y el término de propagaciéon del mode,"*?, se convierte en un término de atenuacion,

e “*(no tomamos otro signo por razones fisicas). Como consecuencia, no tendremos una
onda capaz de propagarse en la guia, sino una onda amortiguada en la direccion Z que
tendera rapidamente a extinguirse. Inversamente, para un modo cualquiera (es decir, fijados
los valores dan y n) debe existir una frecuencia mininfa,,, por debajo de la cual la
constante de propagacion pasa a ser imaginaria, y el modo no podra propagarse. A esa
frecuencia se la denomirfeecuencia de cortelel modo. Asimismo, a un modo en esas
condiciones se le denominzodo en corteLos modos usuales, cgh real, que son capaces

de transmitir informacion a lo largo de la guia, se conocen comdos guiadas

En la figura 5.4 se ha representado lo que podria ser el tipo de variacion en las
direcciones transversales de una componente de campo eléctrico de un modo TE, para un
modo guiado (a) y para un modo en corte (b). La diferencia estd en que el modo en corte
tiene siempre un ritmo de variacibn mas alto, en, al menos, una de las direcciones
transversales. Obsérvese que, en cualquier caso, la representacion grafica completa de un
modo seria mucho mas prolija que su descripcion matematica (con todas sus componentes de
campo eléctrico y magnético).
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TE, A TE,,

»X »X

a a

(a) (b)

Fig. 5.4 Variacion transversal de una componente de campo
(a) de un modo guiado y (b) de un modo en corte

Estamos interesados en conocer las caracteristicas de esos modos guiados, que son
los que tienen un interés basico, aunque los modos en corte, como soluciones posibles del
problema electromagnético, son importantes cuando se tratan problemas de excitacion
frontal de guias, o de transiciones entre guias de onda. Por el momento, para nuestros
propédsitos de conocer el comportamiento de las ondas en la guia, el parametro que tiene
mayor importancia es el de frecuencia de corte, que nos indicar4 cuando pueden aparecer
nuevos modos guiados si vamos aumentando la frecuencia de excitacion. La frecuencia de
corte de un modo puede escribirse como:

1
f —imzi@ (5.33)
o™ o Jue thE b7 |

y es la frecuencia minima a la que tal modo puede propagarse.

La constante de propagacion puede expresarse en funcion de la frecuencia de corte:

1

O gf. 2
B, =271t \Jue 01— B—C”‘“ 0 (5.34)
g Hf ] 5

Otro parametro de interés es elloiegitud de onda en la guigue se define como la
distancia entre dos planos de fase consecutivos. Para comprender que tal definicion tiene
sentido debe observarse que un modo no es sino una onda plana (los frentes de onda son
planos perpendiculares a Z, la direccion de propagacion) aunque no uniforme. Todas las
componentes no nulas de campo eléctrico o magnético repiten su fase cada distancia
recorrida igual a:

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



5 Guias de onda 379

21 A
Apn = = (5.35)

- T

dondeA es la longitud de onda correspondiente a la frecuémerisel medio que constituye
el interior de la guia de onda (por tanto, la que corresponderia a una onda plana uniforme
propagandose en ese medio, supuesto ilimitado).

Suelen expresarse las caracteristicas fundamentales de la guia graficamente,
mediante las llamadasurvas de dispersiofEc. (5.31)). Estas curvas muestran la relacion
entre la pulsacién angulab y la constante de propagacifin para los diferentes modos
posibles. Se han representado para un caso particular en la figura 5.5.

(’Oc 01

cll

O)C 10

Fig. 5.5 Curvas de dispersion de una guia de onda

El diagrama de dispersioa-3) comienza, para cada modo, en la frecuencia de corte
we. Para una frecuencia fijada, la velocidad de fase de un modo viene dada por:

vV, = B_ (5.36)

que coincide con la pendiente de la linea que une el origen con el punto del diagrama de
radiacion correspondiente al modo y a la frecuencia.
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A== (5.35)

donck A es la logitud de onda correspondiente a la frecueheia elmedio que constite
el interior de la guia de onda (por tanto, la que corresponderia a una onda planamaifor
propayandose en eseedio, supuesto initado).

Suelen expresars las caracteristicas fund®ntales de laguia graficamente,
mediante las llmadas curvas de dispersiofEc. (5.31)). Estas cuas muestra la relacion
entre la pulsacién amlar w y la constante de progacion 3, para los diferentemodos
posibles. Se han representado para un caso particular gur&a5i5.

A(D

(’0001
(’Oc 11
(’Oc 10

B

Fig. 5.5 Curvas de dispersion de una guia de onda

El diagrama de dispersionutf) comienza, para cadanodo, en la frecuencia de
corte we. Para una frecuencigdia, lavelocidad de fase de umodoviene dada por:

Vi =5 (5.36)

gue coincide con la pendiente de la linea que une gdnocon € puno dd diagrama de
dispersién correspondienterabdoy a la frecuencia.
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5.2.4 Modo dominante TE;g

Se denomina modo dominante, o0 modo fundamental, de la guia de onda a aquel cuya
frecuencia de corte es menor. Si partimos de una frecuencia elevada y con numerosos modos
excitados en la guia, y vamos disminuyendo paulatinamente la frecuencia, seria el ultimo
modo en desaparecer (en entrar en corte).

A partir de la ecuacion (5.33), y si asumimos que las dimensiones transversales de la
guia cumplen la relaciéa>b (Fig. 5.2), podemos ver que el modo de menor frecuencia de
corte es el de orden 10 (uno-cero). Se comprueba, ademas, que los modos TM comienzan en
el modo TM; (en general no son posibles los modos,d & los TMy,), por lo que el modo
fundamental es el modo TE

El siguiente modo sera el de orden 01, 20 o, incluso, 30, en funcion de cuél sea la
relacion concreta entre las dimensioag de la guia.

Las frecuencia de corte de los posibles primeros modos son:

_ 1 1 -1
(fC)lo B Za\/ﬁ, (fc)01 2b\/ﬁ ’ (fc)zo a\/ﬁ ’
1 1

) (5.37)
(fe),, = 2./ue PO

En el caso particular en gae= b ocurre que los modos TEy TEy; tienen la misma
frecuencia de corte y, de hecho, la misma constante de propadghe®fd;). Cuando esto
sucede se dice que smodos degenerados

La expresion particular del modo dominantgl{&i a>b) es:

a i
E, =0 H, = —jBlOHOI—Tsengxe 12

a i
E, = jou HOI—Tsengxe 1By H, =0 (5.38)
E,=0 H, = Hocosgxe_ 1Pi?

Ejemplo 5.2: Sea una guia rectangular, de dimensiones a=2,0 cm y b=1,3 cm, cuyo
interior es aire. Calcule la frecuencia de corte de los tres primeros modos guiados.
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Podemos hacer una tabla con los primeros valorasyde para los posibles modos.

fc
(GHz) n=0 n=1 n=2
m=0 - 11,538| 23,071
m=1 7,500 | 13,762
m=2 15,000

No es necesario calcular mas valores. EI modo fundamental es;gl cliga
frecuencia de corte es 7,5 GHz. Los dos siguientes songy €ETE;; (0 el TMyy).

5.2.5 Potencia transmitida

A partir de la expresion de la densidad media de potencia podra calcularse la
potencia que transporta un modo a lo largo de la guia (eje Z). Es claro que en las direcciones
transversales la situacién es estacionaria y no puede haber ningun flujo neto de potencia.

p,=oR{ExF] - B=IrfE H-HE]" (5.39)

Si recordamos que para modos TE y TM se cumplen las relaciones (vease Ecs. (5.25)
y (5.26) para un caso, y (5.29) y (5.30) para el otro):

(donde Zn = Ztemn O Zun = Zrmmn SON las impedancias de onda respectivas), podemos
escribir la densidad de potencia como:

2 2
E, |

+
Zm

2

=2 2 W) (5.40)

n

La potencia media transportada se obtiene, finalmente, como la integral del flujo del
vector de Poynting a través de una seccion cualquiera de la guia:

y=b _x=a _
W = Iy:O I _, PraCzdxdy (W) (5.41)
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5.2.6 Atenuacion

En la practica, la propagacion guiada de la energia electromagnética presenta
pérdidas, que se ponen de manifiesto en una disminucion de la potencia transmitida. Las
pérdidas en una guia de paredes conductoras se deben a dos causas: al hecho de que el
dieléctrico interior no es perfecto, (lo cual debe caracterizarse mas cuidadosamente con una
permitividad compleja), y a que el conductor tiene una conductividad finita.

Vimos (seccién 3.4) que la permitividad de un dieléctrico real debe escribirse en la
forma e”=¢' - je" =€-j5 , dondet es la permitividad del material sin pérdidas y
su conductividad efectiva. Por otro lado, se define la impedancia superficial de un conductor

no perfeCtO como.
. wu .
Z.=R.+ iX.=.[—(1+ 5.42
s st IXg 1/ 20( ) ( )

La definicibn de esta impedancia esta relacionada con el hecho denque
conductor no perfecto la componente tangencial de campo eléctrico no es estrictamente
nula en su superficiéaunque es tan pequefia que para el resto de cuestiones seguiremos
considerandola despreciable) y, como consecuencia, la densidad de corriente que se induce
en la pared del conductor tampoco es estrictamente superficial, sino que logra penetrar en
alguna medida en el interior del conductor. Esa corriente (y el propio campo eléctrico) es la
responsable de las pérdidas, que dan pie a la expresion (5.42).

Veamos por separado ambos efectos en la propagacién de un modo en la guia.

Pérdidas dieléctricas

Para un modo Tk o TMn, la constante de propagacion sera ahora:

Brn = |0° eﬁ—'iﬁ—nﬂ“i@ (5.43)
mn — H JO)S EF-? bZE '

o bien, después de algunas manipulaciones:

Bunn = | pe—1° LS - o (e - i + 10
mn EIP? bz%l %‘) [az bZD

Podemos hacer ahora la suposicion de que:
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owu -

2 ZDn2 nZD
WHE-—TT" 5 + 50
[A° b"[

<1 (5.45)

gue se cumple para buenos dieléctricos y, mediante un desarrollo en serie de Taylor de la
segunda raiz cuadrada de (5.44), llegaremos a:

_1
o, L n’0  oawulO, ,0n° n?00°2
an_ w ue—1m Ep;-kb_ZE_JT%O HE—TT E]’;+b—2EE (5.46)

Entonces el término imaginario d& provoca la aparicion de un término de
atenuacion en la direccion z, del tipgp(-ja,,z). Sirecordamos la férmula (5.34) para la

frecuencia de corte del modo, podemos simplificar la expresiap.de

U
Uy = = e 1 _on (5.47)

mn 2 f2 2 f2
Ccmn Ccmn
\/1_ f2 \/1_ £2

gue se ha escrito en funcién gela impedancia intrinseca del medio (sin pérdidag).
recibe el nombre de constante de atenuacion del medio para pérdidas dieléctricas.

Pérdidas 6hmicas o de conduccion

Para calcular la potencié: absorbida y disipada en forma de calor por cada una de
las cuatro superficie§ de la guia puede utilizarse una expresion analoga a la de pérdidas
O6hmicas debida a una resisteriiatilizada en teoria de circuitos:

dondeR= R = wﬂéa segun la expresion (5.42). Si denominaﬁpﬁ la densidad de

corriente superficial se tiene:
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_Rser 5 0
We = ”3 Jg g d$ (5.48)

con 33 =AxH 5 La suma de todas las pérdidas producidas sobre las cuatro superficies

puede ser relacionada posteriormente con un coeficiente de atenmgcgara conseguir

una expresion mas cémoda de manejar . Para ello procederemos de la siguiente manera: si
W corresponde a la potencia transportada por un modo en un punto cualquiera de la guia,
gue tomamos comp=0 por sencillez, entonces, la potendi§z) en un punta se relaciona

con la anterior mediante la expresion habitual:

W(2 = Wexp(-2a. 2 (5.49)

donde el ‘2’ de la exponencial obedece a que se trata de la atenuacion de la potencia, que es
cuadratica respecto a los campos.

La potencia disipada por el conductor durante una distancia de propagacion
puede aproximarse en general en la forma:

dW. dw(2
W, = +l—= =0-1—3 =l2aW,
C|Z=| V\é|2:0 dZ - dZ o c''o
y de alli:
We -
ae = @ (5.50)
2W, |

expresion en la qué/c puede calcularse a partir de (5.48My mediante (5.41).

5.3 Guias conductoras de seccion circular

Para estudiar la propagacién de una onda electromagnética en guias de seccién
circular (Fig. 5.6) debe expresarse la ecuacion de onda en coordenadas cilindricas (vease
apéndice B)
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¢

Fig. 5.6 Geometria de la guia circular

5.3.1 Modos T™M

Si se aplica la ecuacion de onda a la componente longitudigjald€l campo
eléctrico tenemos:

100 dEZD+_10"'2E
popd dpO p* 9¢°

‘= —(w’pe - B°)E, (5.51)
con:
E, = E,(p.¢)e"”* = Rp)o(9) 6" (5.52)

por la simetria de la guia, y sustituyendo resulta:

d°R 1drR  , n?
dp2 +;d—p+(a —?)RZ 0 (5.53)
y
2
157 +n’® =0 (5.54)

1
donde a = (w”ue - B?)2. Puede verse enseguida que las soluciones de la ecuacién (5.54)

son del tipo cos(d) y senf ¢), por lo quen debe ser entero para que se dé una periodicidad

de periodo B, que es necesario para tener soluciones fisicamente consistentes. Respecto a la
ecuacion (5.53), si hacemos la sustitucxdr o p, obtenemos la ecuacion diferencial de
Bessel:
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+——+(1—%)R=0 (5.55)

cuyas soluciones son las llamadas funciones de Bessel denorden

Se habla en general de soluciones de ‘primera especie’ y de ‘segunda especie’ para
esa ecuacion. Las primeras convergen para cualquier valor finify de expresion es:

© (-1
3,0=)"Y ——— =k (3)°

5.56
p=0 I(p+ n)l ( )

Se pueden aproximar para valores pequefiaserela forma:J, = (%5)"

El segundo tipo de funciones se conoce también como funciones de Neumann, y
divergen para pequefios valores del argumento, por lo que no resultan aceptables como
soluciones para el campo interior de una guia de onda (vease apéndice C).

La condicibn de contorno sobre las paredes conductoras de la guia para la
componentéd, imponen su cancelacion en esos puntos, es decir, debe cumplirse que:

R(Y=0 en x=aa

dondea es el radio interno del conductor cilindrico.

La frecuencia de la onda y la constante de propagacion del modo se relacionan segun

la expresion:
2

2,0 =02+
W uE =B +—; (5.57)
a

gue es laelacion de dispersiépara guias de seccién cilindrica.

Puede verse que, para cada valprexistiran unos valores de (los que hacen
R(X) = 0, condicion de contorno sobre la superficie) que, a su vez, haran posibles ciertos

valores de la constante de propagacion para una frecuencia fijada segun (5.57). Para ilustrar
esto con mas claridad escribamos explicitamente los primeros ceros de las funciones de
Bessel en la siguiente tabla:
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1% cero m=1) 2° ceromfi = 2) 3 cero m=3)
b (n=0) x= 2,405 x= 5,520 X = 8,654
J (h=1) x=0 x = 3,832 x=7,016
L (h=2) x=0 x = 5,136 X = 8,417

Tabla 5.1Primeros ceros de algunas de las funciones de Bessel de primera especie

Por tanto, fijados un valor dey la frecuencia de la onda, podemos encontrar varios
valores de& que satisfacen la condicién de contorno para la componente tangencial de campo
eléctrico en el conductor. Sustituyendo esos valoresdda ecuaciéon (5.57) encontraremos
la constante de propagacif, del modo correspondiente. Los subindices del modg,TM
indican entonces, respectivamente, el orden de la funcion de Bessel, y el ordinal del cero
elegido de esa funcion.

El modo con menor variacion transversal (y por tanto @amayor) es el que

corresponde al primer cero de la funcigfx), es decir, el Thyh.

5.3.2 Modos TE

El procedimiento para obtener la expresion de los modos es similar al realizado en el
caso anterior, pero ahora la ecuacion de onda se aplicajae es la componente tangencial

no nula:

H, = H,(p,¢)e”"**

Rp)® () e

(5.58)

Formalmente la ecuacién de onda y las soluciones que se obtienen son idénticas al
caso anterior. La diferencia esta en la condicion de contorno que debe imponersaan
gue ahora es (compruébelo):

(5.59)

En la tabla siguiente se muestran los primeros ceros de la derivada primera de

algunas de las funciones de Bessel:

1% cero m=1) 2° ceromfi = 2) 3" cero m=3)
Jo (N=0) x=0 X = 3,832 x = 7,016
J, (n=1) x= 1,841 x = 5,331 X = 8,536
J, (h=2) x= 3,054 X=6,706 x=9,970

Tabla 5.2 Primeros ceros de las derivadas primeras de las funciones de Bessel
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Con esos valores se obtienen los modos,TBe nuevon indica el orden de la
funcién de Bessel que describe la variacion radial del modbl(de este caso), m es el
cero tomado, que conlleva un escalado u otro de esa variacion. Obsérvese gekciona
ademas directamente con la frecuencia de la variacién azimutal del campo, de acuerdo con la
funcion ®. El primer modo TE es el TE que ademas es el modo dominante, puesto que su
frecuencia de corte es menor que la dehdM

5.3.3 El cable coaxial. Modos TEM

En una onda TEM, como se dijo anteriormente, las dos componentes longitudinales
de los campos son nulas. Si imponemos esa condicién en las ecuaciones de Maxwell para
una region libre de fuentes se obtienen las relaciones:

JE, OJE, JE, JE
D SUFI 0 __X:0

ox oy ox oy

oH, _de _ OH, +o"'Hy 0

=0
ax ay ax ay

(5.60)

y combinando las ecuaciones (5.1)-(5.4) con (5.9)-(5.10) para modos de propagacion
genéricos, tenemos:

B we
Hy ZEEX ZFEX
3 e (5.61)
H, =-—E, = —?Ey
wu

donde es claro que se cumple ahffa= w”ue . Entonces, si hay alguna estructura de guia

de onda que sea capaz de soportar ondas TEM, éstas se van a propagar con la misma
velocidad de fase que tendria una onda plana uniforme de la misma frecuencia en un medio
ilimitado, con los mismos parametrpse que el del interior de la guia. Las expresiones
(5.61) también permiten escribir:

H==2xE (5.62)

S|

donden es la impedancia intrinseca del medio. Asi pues, los modos TEM tendrian las
mismas caracteristicas de las ondas planas uniformes no confinadas.
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A partir de las dos ecuaciones para las componentes del campo eléctrico (Ecs.
(5.60)) puede deducirse ademas que es posible definir un potencial eléctrico al modo de
electrostatica:

E=-0O¢p donde O°p=0 (5.63)
en el plano transversAlY.
Una estructura fisica que permite la existencia de modos de este tipo es el cable

coaxial, formado por un cilindro conductor delgado interno y una cubierta conductora
externa, con algun tipo de dieléctrico entre ambos (Fig.5.7).

1)

T

Fig. 5.7 El cable coaxial permite la propagacion de ondas TEM

La ecuacion de Laplace expresada en coordenadas polares en e{-Manmara
una funcién potencial con dependencia exclusivamente radial, es:

O2%¢( )—EiD @%—o (5.64)
P _pdpgoé'pﬂ_ '

cuya solucion esp(p) = A+ EjInp.

A partir de este resultado, e incluyendo ya el término de propagacion, se obtiene la
expresion para el campo eléctrico:

- . Eo .
E(p,2) = -pFeXp(-JKZ) (5.65)
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y, aplicando la relacion (5.62):
- E, _
H(p,2) = -¢ o exp(- jkz) (5.66)

Por fin, la densidad de potencia transportada por la onda obedece de la misma forma
a la expresion genérica para el vector de Poynting de una onda plana uniforme:

F‘>—i|E|2 A (5.67)
b _

5.4 Cavidades resonantes de paredes conductoras

Una cavidad resonante de este tipo consiste en un volumen dieléctrico (normalmente
el aire) completamente rodeado de paredes conductoras. Evidentemente los campos que
pueda haber en el interior de la cavidad no tienen el caracter de una onda viajera, con un
término de propagacién (exponencial compleja), en la forma en que acabamos de ver en el
estudio de las guias de onda, puesto que ya no existe una direccidon en la que puedan
extenderse ilimitadamente. En esta nueva situacion las paredes conductoras imponen
condiciones adicionales. Se puede considerar que las ondas experimentan reflexiones
continuas sobre las superficies del sistema y tienden a adoptar la forma de ondas
estacionarias, en correspondencia con la geometria de la cavidad. El estudio de los modos de
vibracién propios y de sus frecuencias caracteristicas se realiza mediante la superposicion de
los modos de propagacion de las guias abiertas, que interfieren al viajar en sentidos
opuestos.

Las estructuras aqui descritas se denominan cavidades resonantes o, también,
resonadores de cavidad, y tienen interés como sintonizadores y medidores de frecuencia. Se
utilizan en radiofrecuencia y a frecuencias Opticas (en este caso con paredes dieléctricas).
Presentan gran variedad de formas y dimensiones, aunque los principios generales de
funcionamiento son siempre los mismos.

Como ejemplo especifico de cavidad resonante y, teniendo en cuenta la generalidad
de los resultados, vamos a considerar un caso simple como es la cavidad en forma de
paralelepipedo regular.

Sea, pues, el sistema representado en la figura 5.8, con seis paredes conductoras que
encierran en su interior un volumen de cierto medio dieléctrico, de dimensidngsc,
segun las direcciones X, Y y Z respectivamente.
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Y Los fasores de campo eléctrico y
magnético deben satisfacer la ecuacion de
‘ onda:
d
<~ - , -
1 C U°E+w ueE=0
U,€ / X 0?H +w’ueH =0
b - SN
) por lo que, en coordenadas cartesianas,
L | cada una de las componentes de ambos
campos deben cumplir la ecuacién
escalar:
Fig. 5.8 Cavidad resonante rectangular
O%f (F) +w’ue f () = 0 (5.68)

Si, como en nuestro caso, el problema tiene simetria rectangular, podemos aplicar la
técnica de separacion de variables:

Fr)=X)Y(Y 42 (5.69)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de arriba se obtiene inmediatamente la
solucion como:

f () = (Asenk,x+ B cok x J(C serk x+ D cog x0)

5.70
[{Esenk; x+ F cosk; x ) (5.70)

con la condicién adicional:
k2 + kS + K = w’ue = K2 (5.71)

y dondeA, B, C, D, Ey F son constantes.

5.4.1 Modos TE

Tomamos la direccion Z como la de “propagacion confinada”, por lo que las
condiciones de contorno para modos tipo TE deben escribirse en la forma:
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E,(0Osx<ag0sy<sh z=0= E(0< xx a0 ¥ pz )0
E,(0Osx<g0<sysh z=0= E(0< x al0s ¥ pz )= 0 (5.72)
E,=0 (TE)

porque las demas condiciones ya fueron tenidas en cuenta al obtener esos modos.

Forzando la expresion general, dada en (5.70), a satisfacer esas condiciones
obtendremos:

« = Eo, COSk, xsenk, y serk z
y = Epysenk; xcosk, y serk z (5.73)
=0

m m m

z

donde las constantes que aparecen son:
mrt nmt pr
ki=(k)="a: kK =(k)="p: k=(k)="¢c (5.74)

y donde la relacién entre las amplitudes viene dad& gy, + k, E,, =0 (comprobarlo).
El campo magnético se obtiene facilmente a partir del campo eléctrico.

La expresién (5.71) se transforma ahora en:
W= (D2 )2+ (B)?) (5.75)
enlaquen,n=0,1,2,... yp=1, 2, 3,... (razbnelo).

En una cavidad resonante no existe ecuacion de dispersién en el mismo sentido que
se vio en guias de onda. Ahora todas las constantes que rigen la variacion espacial de los
campos estan delimitadas a ciertos valores posibles, debido a las condiciones de contorno.
Por tanto, lo que determina la condicién (5.@8)la propia frecuencia a la que la solucion
hallada tiene validezDicho de otra forma: cada modo de vibracion de la cavidad tiene su
propia frecuencia caracteristica. Suele escribirse:

() e = ﬁ @2)2 . (E)2 . %ggé? (5.76)

Si las dimensiones de la guia son tales que se satisfaee> b, entonces el modo
con menor frecuencia de resonancia es g}, &n el que:
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(5.77)

5.4.2 Modos TM

El proceso es similar al seguido en el caso anterior. Ahora la comp@patabe
cancelarse en aquellas paredes a la que es tangente, estoxs; Para=ay =0,y = b.
Puede comprobarse que el campo eléctrico toma la forma:

E, = E,, cosk xsenk, y serk z
E, = By, senk; x cosk, y serk; z (5.78)

E, = E,,senk xserk, y cok z

con la relacion entre las amplituddsE,, + k, E,, + k; B, =0, y con los mismos valores

de las constantels;, k, y k; obtenidas en el caso anterior (Ec. (5.74)).

A partir del campo eléctrico puede obtener el campo magnético, cuya componente en
la direccion Z es nula.

Las frecuencias de resonancia siguen la misma expresion que para los mggos TE
pero ahoracomn=1,2,3,...yp=0,1,2,...

5.4.3 Factor Q de la cavidad y energia almacenada

Se acaba de ver que un parametro fundamental de una cavidad es su frecuencia de
resonancia (o las frecuencias, para los diferentes modos posibles). Existe otro parametro de
gran trascendencia para caracterizar la cavidad: es el llamado @actalte calidad. Su
definicion es la siguiente:

energia almacenada
Q=w (5.79)
energia disipada por segundo

La energia electromagnética total almacenada en el interior de la cavidad debe
responder a la expresion general:

W, :% [, (8 + ulF*) av (5.80)
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y la pérdida total de energia por unidad de tiempo, atendiendo a los efectos 6hmicos en el
conductor, que son usualmente los mas importantes:

1 &L
PT=ERS;J'S Jg O d (5.81)

donde, como se explico en la seccion 5.21§,es la corriente superficial inducida en cada
una de las paredes internas del conductor.

El sentido del facto® es sencillo de comprender: en el caso ideal la cavidad deberia
ser capaz de conservar indefinidamente la energia electromagnética presente en su interior.
Dicha energia se mantendria estacionaria en valor, aun cuando los valores de campo
instantaneo serian variables en el tiempo (RSP), dando lugar a un intercambio periédico de
energia entre el campo eléctrico y el campo magnético. Por el hecho de tener buenos
conductores pero no conductores perfectos, la energia, en la practica, decaera
exponencialmente en el tiempo. La relacién entre la energia total y la energia perdida por
ciclo de oscilacion (y por el factdtrr) da idea, entonces, de lo cerca que estamos de aquel
caso ideal.

Las cavidades resonantes son, en radiofrecuencia, equivalentes a los ¢ifcuitos
bajas frecuencias. En éstos las resistencias parasitas impiden las oscilaciones sostenidas, que
se producen también a una frecuencia caracteristica y mediante el intercambio de energia
entre la bobina (en forma de campo magnético) y el condensador (energia en forma de
campo eléctrico). El factor de calidad tiene el mismo sentido en ambos sistemas.

Ejemplo 5.3: Calcular la expresion del factor Q de una cavidad de lados a, by ¢
para su modo fundamental ToE

El modo tiene las componentek; =0; E, = E;senk x senk z; E=0 ,

dondek; = g y ky= % (vease Ecs. (5.73) y (5.74)) y el campo magnético puede
obtenerse inmediatamente a partir de alli:

1
H, =-j—k.,E,senk,x cok.z; =0
qu 3o 1 3 H,

X

1
H, = j—Kk,E,cosk,x serk,z
&)[Jlo 1 3

z

La expresion de la energia se mostré en la ecuacion (5.80). El resultado para
este caso es:
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—laboe| |2
W, = abe|

Las pérdidas en las paredes de la guia precisan del conocimiento de las
corrientes, que se obtienen a partir del campo magnético. Después de calcularlas e
integrarlas sobre las paredes se obtiene:

Yo L S TR IO |
W= b BRITRIG ) vacr + o)

Y el factor de calidad, sustituyendo el valor de la frecuencia por la propia de
resonancia del modo (Ec. 5.77) y operando es:

5.5 Guias de onda dieléctricas

Desde la década de los sesenta, con el desarrollo del laser, las fibras épticas han
tenido un papel de importancia creciente en el campo de las comunicaciones, ya que
permiten la transmisién de informacion a larga distancia, con alta velocidad y a un coste muy
competitivo.

El mismo fundamento fisico (la reflexion total en las paredes internas de la fibra)
permite desarrollar otro tipo de elementos capaces de confinar las ondas luminosas, como
son las guias dieléctricas rectangulares o de tipo catmahriel guides para la realizacion
de dispositivos Opticos u optoelectrénicos integrados.

El analisis matematico general de la propagacién en fibras y en guias épticas es
complicado, y queda fuera de la vision fundamental de los fendbmenos electromagnéticos que
nos hemos propuesto dar en esta obra. En la seccién 5.6 se tratard muy brevemente de la
propagacion en fibras Opticas, mientras que en este apartado estudiaremos un modelo
sencillo de guia dieléctrica: la guia dieléctrica plana.
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5.5.1 Guias dieléctricas planas

Trataremos de la guia dieléctrica con un modelo simplificado, de dos dimensiones.
Esto es necesario para tener soluciones analiticas que nos permitan comprender el
fundamento y las caracteristicas de la propagacion en este tipo de estructuras. En numerosos
casos se obtiene, de esta forma, una buena aproximacion al dispositivo real.

Como ya se ha visto al estudiar las guias de paredes conductoras, el problema que
debemos resolver se reduce a obtener soluciones de la ecuacion de onda que satisfagan las
condiciones de contorno del problema. Se vera que las guias planas son capaces de soportar
los dos tipos de modos estudiados anteriormente: TE y TM.

La forma de una guia dieléctrica plana es la que se muestra en la figura 5.9. Sobre un
substrato de vidrio, o de algin material transparente, se deposita una fina capa de otro
dieléctrico, con un grosor del orden de la longitud de onda de la radiacion luminosa. A esta
capa se la denomina capa guiante y serd, principalmente, la encargada de confinar las ondas
en su interior. Sobre la capa guiante habra aire o, quiza, una segunda capa de recubrimiento
dieléctrico.

X aire o cubierta (medio 3)

capa guiante (medio 2

substrato (medio 1)

Fig. 5.9 Geometria de una guia de onda dieléctrica plana

Existen diversos métodos para fabricar guias dieléctricas. Puede crecerse la capa
guiante sobre el substrato, depositando sobre él, a alta temperatura, los microcristales del
material cristalino elegido. Esto se hace en, por ejemplo, la técnigaitering que es una
de las mas habituales. En otras ocasiones se procede a bombardear con iones el substrato,
provocando la aparicion en la superficie, y hasta cierta profundidad, de una capa con
propiedades diferentes a las del substrato original (por ejemplo, con iones de titanio sobre
niobato de litio, LINb@, se crea una capa de Ti:LiN)OTambién se pueden producir guias
difundiendo térmicamente atomos de metal en el interior del substrato. Otro método es el de
fotolitografia, utilizando mascaras y ataques quimicos o fotoquimicos, de igual forma que en
la fabricacién de circuitos electronicos integrados. Este procedimiento es habitual en guias
fabricadas sobre semiconductores. En cualquier caso la capa guiante debe tener mayor indice
de refraccion que la cubierta o el substrato, para que sea capaz de confinar la luz. La
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diferencia entre el indice de refraccion de la capa guiante y el del substrato no es, sin
embargo, muy elevada: aunque podria llegar a ser del 10% en su valor numérico en alguna
ocasion, en otras no pasa del 1%, que es suficiente para que se produzca la reflexion total.

En nuestro analisis vamos a suponer que todos los dieléctricos implicados son
lineales, homogéneos e isétropos, aunque hoy en dia se fabrican frecuentemente guias
inhomogéneas, en su perfil transversal, y también con dieléctricos cristalinos anisétropos,
como el LINbQ, que tiene otras interesantes propiedades.

5.5.2 Modos TE y modos TM. Curvas de dispersion

Consideremos que la propagacion se realiza en la direccion Z y que el grosor de la
guia (en X) es muy pequefio en comparacién con la otra dimensién transversal (Y), de modo
gue vamos asumir que esta Ultima no interviene en el problema, y que ni los campos ni la
guia experimentan variacion en esa direccion, sino que se extienden infinitamente. Esta es la
aproximacién de guia plana (Fig. 5.10).

X

VN

di o\ N,

Fig. 5.10 Aproximacion de guia dieléctrica plana: el problema
se reduce al plano XZ

Se comprueba que, para modos TE, el campo eléctrico tiene una Unica componente,
en la direccion Y. En la capa guiante (medio 2) toma la forma general (Fig. 5.10):

E,(x2=VE(3 ™ |jg (5.82)

dondeEx(x) es una funcién por determinar. Se ha supuesto que el origen de la coordenada
estd situado en el centro de la capa guiante. En los medios exteriores el campo debe tener,
sin embargo, forma evanescente:

E,(x2= VE,exp@, ) e  x-$ (5.83a)
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E,(x 2 = VE expl-a, ¥ 6% % 4 (5.83b)

Todos ellos han de satisfacer la ecuacibn de onda en su medio respectivo.
Aplicandola en los tres casos se obtiene la forma particular del campo en la capa intermedia:

E,(x 2 = VE,cos(k xry) &% | h<d (5.84)

y las relaciones:

Koy = \/0-’2/1252 -p* = \/kgnz - B?
a, =B% - wlie, =B —K2n, (5.85)
az = \/B2 _wzﬂags = \/B2 - kgna

dondeny, n, y N3 son los indices de refraccion del substrato, la capa guiante y la cubierta,
respectivamentek, es el nimero de onda en el vacio. La obtencién detallada de las
ecuaciones (5.85) se propone como ejercicio.

En la ecuacién (5.84) se ha optado por escribir la funcién coseno con un término de
fase adicional, lo que da un grado de libertad necesario para aplicar las condiciones de
contorno en las superficies de separacién de los dieléctricos. Piénsese que si la guia es
asimétrica (la cubierta y el substrato son medios diferentes) el campo en la capa guiante no
puede responder a la forma simétrica de una funcién par o antisimétrica de una funcion
impar. Otra posibilidad hubiera sido escribir la dependencia funcionak @omo
Acosk,, X+ Bsenk,, X.

En las expresiones anteriores hay constantes indetermifagas€,, ,E,,, E,, De
todas ellas so6lo puede quedar una, que dara la amplitud del modo. Las deméas deben
particularizarse atendiendo a las condiciones de contorno en ambas superficies de

separacion: la igualdad de las componentes tangenciales de campo eléctrico y de campo
magnético.

Por aplicacién de la ley de Faraday obtendremos el campo magnético, que tendra las
componentes no nul&s y H,. Su componente longitudinal es la que nos interesa ahora:

— ja Bz d
H,,(X,2) = wﬂi E,, exp@x)e’’ X< -5
_ kg -iBz d
H,,(x,2) = Eo, senk,, x+ ¢ )e | X< 2 (5.86)
W,
H,,(x,2) = 195 E,; expax)e ¥ x>%
W3
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. d
Y las condiciones de contorno nos llevanen E ,a:

d d
(Eyy = an)|x_g - Egzexpla,;—)= Eycosky, —+y )
_2 2 2

d
Hs - Eoz Senk2x_+‘l/ )

d
(H,, = Hy,) w=d - Egsexpl-a,;— 5 )_

d
,enx=-—,a:
y 2

d d
(Ely = E2y)|x__g - E01eXp(_a 1, )= Eoz COS(I(2< ——y)
- 2 2 2

u1k2x

d d
(Hy, = H2Z)|x:—% - E01eXp(_alz)_ a Eoz Senkzx__’-// )

2

En cada uno de los dos pares de ecuaciones precedentes dividimos una entre otra
para obtener:

Hy0 g

d
tg(k,, > + @) = (5.87)
2 HsKoy
y
d Uy
tgKy 5 - ) =—— (5.88)
2 2 .u1k2x

gue constituyen la condicion de propagacion guiada en la estructura.

Al contrario de lo que ocurre en guias de paredes conductoras, ahora no tenemos una
ecuacién resoluble analiticamente, sino que los valores adecuados para las constantes
K,.,a,ya, (o, con quien se relacionan directamente mediante las ecuaciones dadas en
(5.85)) y para el desfase espagialeben hallarse por métodos numéricos o graficos. No

obstante podemos poner (5.87) y (5.88) de una forma mas compacta. Para ello utilizamos la
igualdad:
tgx = tg(xx prr) (p=0,1,2,..)

y definimos los desfases:

Lu,a, [

[p,05 [ TE
®F =2 arctg r ®,F =2 arct (5.89)
s 3k2x E ! 1k2x E
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Y ahora podemos escribir:

K,

Nl

1 1
+¢1=E¢;Eip1ﬂ y kz)(%—l_l]ZECDEEipZT[ (5.90)

X

0, sumando las anteriores en una sola ecuacion:
2k, d-®F -dF=2mr  m=012... (5.91)

gue eda ecuacion de dispersion de la guia dieléctrica plana para modo$uhie con las
definiciones dadas en (5.89).
Como se ha explicado previamente las constantes que interviepga (ya,)

estan relacionadas directamente con la constante de propa@a¢krs. 5.85). Si las
substituyésemos en (5.89) y (5.91) tendriamos una expresion para la constante de
propagacion, que tomaria diversos valores para los posibles modos guiados (diferentes
valores dem), en funcién del grosor de la guia, de la frecuencia de oscilaciéon y de las
constantes particulares de los dieléctricos.

Ejemplo 5.4: Representacion de las curvas de dispersion para una guia dieléctrica
plana.

En la figura 5.11 se muestran las curvas de dispersiéon, para modos TE, en
una forma de representacion habitual: el grosor de la duian abcisas, y la
constante de propagacid, dividida pork,, en ordenadas. Aparecen tres curvas,
gue corresponden a los modos,THE; y TE;. Las curvas se han obtenido para unos
parametros dados de los tres dieléctricos (cubierta, capa guiante y substrato) y para
una determinada longitud de onda. Entonces se fija un grosor y se toman sucesivos
valores enteros d®, buscando soluciones numéricamente a la ecuacion (5.91).

1.52

Pk, i
149}

1.48

1.47

Fig. 5.11 Curvas de dispersién para una guia dieléctrica plana (modos TE)
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En el caso particular de la figura los dieléctricos se han tomado con los
indices de refraccioén siguientes: 1,48 para el substrato; 1,52 para la capa guiante y
1,40 para la cubierta. La longitud de onda elegida ha sido de 1,3 um. La forma de
interpretar las graficas es como sigue: para grosores muy pequefios, hasta 0,58 um,
no hay solucién para ningan valor de luego no puede existir propagacién a esa
frecuenciaX = 1,3 pm - f= 230,77 THz, con 1 THz = 1Hz). A partir de alli g
= 0,58 um) aparece el primer modo guiadog, kftie es el modo fundamental de la
guia. Esta se mantiene monomodo a la frecuencia elegida hasta el G
um, en que aparece el modo siguiente; (@5 decir, existen soluciones para la
ecuacion (5.91) com=0 y m=1). Por fin, cuandal llega a 4,36 um aparece una
nueva solucion, pana=2, el modo Tk, e irian apareciendo nuevas soluciones si se
siguiera aumentando el valor de

Si una guia particular con esos indices de refraccion tuviera, por ejemplo, un
grosor de 3 um, el nimero de modos TE que puede soportahFiaBaum, es de
dos. Para longitudes de onda menores (frecuencias mayores) el nimero de modos
aumentaria, al igual que sucede en cualquier otro tipo de guia de ondas.

En la figura 5.12 se representan de nuevo las curvas de dispersion de la
misma guia, esta vez para 0,85 um{= 352,9 THz): el nUmero de modos para un
determinado grosor es, en cualquier caso, igual o mayor que antes. Una opcién
cominmente elegida es representar las curvas con el parametro adimeifisienal
abcisas, lo que permite obtener curvas universales de la guia para cualquier
frecuencia de excitacion.

1.52

151}

1.50¢
B/ku [
1.49 ¢

1.48

1.47

Fig. 5.12 Curvas de dispersion, de la misma guia
de la figura anterior, cob= 0,85 um
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Para terminar con la deduccién tedrica podemos escribir la forma final del campo
eléctrico, después de obtener las relaciones entre las amplEygeB,, y Eqz de la
aplicacion de las condiciones de contorno:

d_ d i _d
00 08Ky, ~ W ) eXplry K+ ) exptifz ) x<-

O
E, (%2 = [Fop 0sky, X+ Y Jexpt B2) [ %< (5.92)
O

o costky, 5 + 4 )exptar, k- Nexptifz ) x>

dondg} se obtiene de (5.90).

En la figura 5.13 se ha representado la dependencia transversal del campo eléctrico
en la guia del ejemplo anterior, para los modosyTHg;.

cubierta
TE, TE,
> capa d=3.0 pm
guiante
=13
substrato b

Fig. 5.13 Forma del campo eléctrico en los modog YHE

Modos TM

La otra familia de modos capaces de propagarse en la guia son los modos TM.
Formalmente son similares a los anteriores, pero las componentes no nulas sdf,dgora:

y H,. Partimos del campo magnético, que tendra la forma:

H,(x,2) = YH,, exp@,x) expE B z) " _%
A,(62 = YH(Jexp- B2 %<9 (5.93)
Hy(x.2) = YHaexpa,expt Bz) xS
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Aplicando la ecuacién de onda, se obtienen las mismas relaciones para las constantes
k,..0,ya, conp (Ecs.(5.85)), y ademas resulta:

H,(x.2) = YH,cos(k, x+ ' Jexpt Bz) | k<$ (5.94)
por ser, en general, la guia asimétrica, y no haber de considerar funciones pares o impares.

Prosiguiendo de la misma forma que en el caso anterior resulta finalmente la
condicion de propagacion guiada:

2k, d-dM -0 =2mr m=0Q12... (5.95)

donde
23|:| 21D

oM =2 arct%—% oM =2 arct%—% (5.96)
2x 2x

Finalmente las expresiones del campo magnético en las tres regiones son:

Ho Costa, § W' Yexp, €+ G Nexptipz ) x<-G

[
Hy(42) = Dy, costx - Jexpt 162) | <9 (5.97)

%"OZCOSGQX +')expta, ((_Qz ) exptijBz ) x>g2

Debe hacerse notar que, a diferencia de lo que ocurre en las guias huecas de paredes
conductoras, las curvas de dispersion en guias dieléctricas no son las mismas para los modos
TE y los modos TM. Por tanto, las constantes de propagacion para dos modos del mismo
orden (T y TMy, por ejemplo) no tienen los mismos valores (observe que, efectivamente,
las expresiones (5.91) y (5.95) tendran en general soluciones diferentes).

Potencia propagada en una guia dieléctrica

Para calcular la potencia media que transporta un modo guiado que se propaga en la
direccién Z asumiremos que la dimension de la guia en la direccion transversal Y tiene un
valorb, conb >> d. Se tiene entonces:

b
l |:| to +00 - = |:|
W, ==R ng dx(Ex H)Oz (5.98)
2 _g —o0 B
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d

d +- +o00
donde[ ~dx= [ 2dx+[ dx+[q dx
- )
Para un modo TE, por ejemplo, resulta:

b +00
W, = -5 Re[ E, Hdx (5.99)

m

donde, por las ecuaciones de Maxwell:

1 9E, B
H, :—‘a % =EEy (5.100)

La potencia media transportada por el modo es:

b +09
LB

2
s B E,| dx (5.101)

5.5.3 Modos guiados y modos radiados

Los modos que se han descrito en la seccion precedente (modos guiados) no son las
Unicas soluciones posibles al problema electromagnético que constituye la guia de onda
dieléctrica, aunque si es cierto que son los que realmente tienen utilidad practica.

La potencia confinada en el interior de una guia puede salir al exterior cuando se
pierde el caracter ideal de la estructura. Esto acontece en diversas circunstancias: por
ejemplo, cuando la guia tiene irregularidades en su superficie, 0 en su volumen, por un
proceso de fabricacion no totalmente depurado; o porque se provoca un acoplamiento entre
dos guias diferentes; o porque la guia esta sometida a presion y se deforma levemente, etc.

Para dar cuenta de todos esos fendmenos los modos guiados no son suficientes, y es
necesario reexaminar el problema mas atentamente. Se observa entonces que son posibles
otras soluciones: ondas no confinadas en la capa guiante o, dicho de otra manera, ondas que
no alcanzan el angulo critico para reflexion interna total cuando inciden en las paredes de la
guia. Se habla entoncesrdedos radiadas

No es posible estudiar aqui detalladamente los modos radiados, porque su
tratamiento matematico completo abarcaria una extensién considerable. Sin embargo es
posible hacer una descripcién somera. Un modo radiado de tipenTiha guia plana
dieléctrica simétricadonde la cubierta y el substrato tienen el mismo indice de refraccion)
responde a la expresion general:
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%Olcosa‘lxxﬂl’l)exr)f Bz) x< —%
[l - d

E, (X, 2 = [Eq, cos(ky X)expt j32) ‘ *SE
O

s cosy x+ g, ) expt B2) x>

si es un modo par, y a la expresion:

%5lsen0<kx+¢p'l)exp(- Bz) x< —%
[l _ d
E,(x,2= EE(')Z senk,, x)expt j3z) ‘ *s 2

gy sent, xr h Jexpt B2) x>

si es un modo impar.

Obsérvese que en cada uno de los modos asi escrito tenemos varios parametros
indeterminados. Por ejemplo, en la primera expresion: dos amplitedgsHy,), un desfase
espacial ¢/,) y las constantes para las variaciones transversal y longituklinakf y B).

En realidad no hay suficientes condiciones que podamos imponer como para que todos ellos
estén obligados a tomar un valor concreto (dos ecuaciones de onda y dos condiciones de
contorno, si la guia es simétric@onsecuentemente la constante de propaga@ipnede

tomar cualquier valorcon la unica limitacion de que, y k.« permanezcan reales.

Asi pues, a diferencia de los modos guiados, que es, como se ha visto, un conjunto
discreto de soluciones, los modos radiados forman un conjunto continuo. Profundizando un
poco mas deberiamos afiadir que, de hecho, un Gnico modo radiado no tiene sentido fisico,
pues al fin y al cabo es un campo infinitamente extendido en el espacio (como ocurre con
una onda plana uniforme), y debe trabajarse con ellos en forma de espectro continuo.
Entonces, lo que tiene realidad fisica es su integrgB @mnk,), que da lugar a una onda
gue radia potencia fuera de la guia.

5.6 Fibras opticas

El desarrollo tecnoldgico de las tres Ultimas décadas y hasta nuestros dias ha sido
fundamental para la introduccién de las fibras Gpticas en el campo de las comunicaciones.
Asi, mientras en 1966 se tenian pérdidas en la propagacién del orden de 1.000 dB/Km, las
fibras actuales presentan pérdidas menores de 0,2 dB/Km para la longitud de onda de 1,55
pm. La combinacion de bajas pérdidas y gran anchura de banda ha convertido la fibra éptica
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406 Campos electromagnéticos

en un medio de transmision altamente atractivo en los sistemas de comunicacion. Las
ventajas de la fibra frente a las lineas de transmision conductoras clasicas son considerables.
Por un lado, éstas presentan pérdidas de conducciéon que aumentan exponencialmente con la
frecuencia (y con el ancho de banda utilizado), mientras que las fibras no presentan ese
problema. Para modulaciones del orden de los MHz, las pérdidas en las fibras son muy
inferiores, y no se requiere intercalar amplificadores mas que a grandes intervalos, con el
consiguiente ahorro. Por otra parte, las fibras dpticas tampoco presentan problemas de
interferencia electromagnética, tipico de los cables metélicos a altas frecuencias. El material
usual con el que se fabrican las fibras es el 6xido de silicig),(8undante y barato en su
proceso de extracciéon y depuracion.

En este apartado veremos la teoria elemental de propagacion de modos propios en la
fibra éptica y, tan sélo, para un tipo de ellos: los modos TM. El lector puede tratar de
reproducir los célculos para modos de tipo transversal eléctrico.

Considérese la estructura habitual de la fibra, tal como se representa en la figura
5.12. Est4 formada por un nucleo central de radio permitividade;, rodeado por una
cubierta cilindrica de permitividack,, de valor ligeramente inferior al primero.
Habitualmente el conjunto suele estar, a su vez, envuelto por una delgada capa absorbente,
cuyo papel es eliminar toda la luz que haya podido atravesar el recubrimiento. En nuestro
analisis supondremos, simplemente, que la cubierta se extiende infinitamente, lo que
equivale a considerar que la capa absorbente realiza su papel con toda perfeccion. Cabe
mencionar que, en la practica, se afiade un revestimiento adicional para proporcionar
resistencia mecénica a la fibra. Es claro que, en cualquier caso, no juega ningun papel de
cara a los campos que viajan en el interior.

capa
absorbente

cubierta

nucleo

Fig. 5.14 Estructura de una fibra optica

Segun se vio en la seccién 5.4.1, cuando se estudiaron los modos TM en guias de
seccion circular de paredes conductoras, el campo en el interior del nicleo de la fibra puede
escribirse como:

E.(p.9) = Ey J,(ap) cos(p ) (5.102)
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1
donde J,(ap) es la funcibn de Bessel de orden con az(wzulsl—ﬁz)z. Puede

demostrarse que, si la onda luminosa ha de estar confinada en el interior de la fibra, entonces
la componente longitudinal del campo en la cubierta debe decrecer con el radio. En
definitiva ello es la manifestacién de que esta teniendo lugar la reflexion total, si bien en una
superficie de separacion entre dieléctricos curvada. La expresion del campo en la cubierta
es:

E,.(P.9) = By, K, (yp) cos(g ) (5.103)

1
dondey = (B% - w2u2£2)2. La funcién que aparece se define en la forma:

Topaf - . N
Kap) =71 {Jn(JVP)"'JNn(JVP)} (5.104)

y Ni( X) es la funcién de Neumman (vease apéndice C).

Las condiciones de contorno solpre a, corresponderan a la continuidadijey a

la de la componente transversal de campo magnétjq@l ser un modo TM no existitdy).
Esta dltima condicion se demuestra que es equivalente, en coordenadas cilindricas, a la
continuidad de la derivada radial Besobre la superficie (comprobarlo). Se tiene entonces:

E,Jn(ad) = B, K (ya (5.105)
e, --Z e, 0k 5.106
o2 Oldp n(aa)__y2 Eozdp a(va) (5.106)

Si ahora utilizamos las siguientes relaciones de recurrencia entre las funciones de
Bessel de 't especie y de®especie:

n d n d
Jnﬂ(x):;\]n(x)—&\]n(x) Jn_l(x)zan(x)+&Jn(x)

n d n d
Kn+1(X) = ; Kn(X) _& Kn(X) Kn—l(X) = _; Kn(X) _& Kn(x)

resulta, al sustituir en la ecuacién (5.106):

&

)
o7 Bl 0@ - d@a} = 75 B Kava+ Kar3) (5.107)
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y, tras dividir por la ecuacion (5.105):

i ‘Jn—l(aa) - ‘Jn+1(aa) _ i Kn—l(ya) + Kn+1(ya)
a? Jn(aa) P Ky (ya)

(5.108)

gue es la condicién que debe cumplirse en la fibra 6ptica para que existan modos guiados.

Para el caso en que el grosor del nucleo de la fibra sea pequefio (unas pocas micras
de didmetro) tan sélo sera posible una solucién para la ecuacién precedent®)cgrésta
se reduce a:

& Ji(aa) & Ki(a)

a? Jo(aa) ~ y? K,(a)

(5.109)

donde deberd cumplirse, ademas, la relacbh+y” = w’(u,E, - U,E,). En estas

condiciones se tiene una fibora monomodo (s6lo propaga un modo a la longitud de onda de
trabajo).

Cuando el diametro del nacleo es mayor aparecen otros posibles modos de érdenes
sucesivos. Se dice entonces que la fibra es multimodo. A fin de conseguir una mayor eficacia
en la transmisién de informacion son preferibles las fiboras monomodo, si bien presentan
mayores problemas practicos a la hora de prepararlas (colocar los bornes terminales,
empalmarlas, ...) o para inyectar la luz en su extremo, precisamente debido a su pequefio
tamafio.

PROBLEMAS - CAPITULO 5

1. A partir de las expresiones generales de los modos TE y TM de la guia rectangular compruebe que
el primer modo TM es el TM, porque los modos Ty TMy; no son posibles, y que, en general,
ningn modo del tipo Ti¥o0 TMg, puede existir. Observe que, sin embargo, esto no ocurre para los
modos TE.

2. Se desea disefiar una guia rectangular, de paredes conductoras perfectas, para que admita algin
modo a la frecuencia de 3 GHz. Calcule el valor minimo para la dimemd@ta guia (sabiendo que
a > by que el interior de la guia es aire).

3. Como continuacion del problema anterior a) establezca las condicionesyppesab de manera
gue ningun otro modo, salvo el fundamentaloJ Bueda propagarse en la guia hasta la frecuencia de
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5 Guias de onda 409

4 GHz; b) determine a qué frecuencia maxima se puede alejar la frecuencia de corte del segundo
modo (TEk; 6 TEy) respetando la condicién obtenida en el problema anterior.

4. En una guia rectangular se propaga una onda cuyo fasor campo eléctrico es de la forma:
E(F) = E, §( Acosk x+ senk x)&'¥
a) Obtenga los valores posibles para gy B;
b) escriba la expresion del fasor campo magnético;
2
c) sia :5 A ¢cuantos modos posibles de ese tipo hay en la guia?;

d) calcule la densidad media de potencia y la potencia total transportada por el modo;

€) en una cierta posicion zgzfa guia se interrumpe interponiendo un plano conductor, en la
forma en que muestra la figura 1. Compruebe que la situacién resultante puede describirse
mediante la suma de dos modos de igual amplitud y viajando en direcciones contrarias.

Y
Z
b
X ~ -0
a
Fig. 1

5. Calcule las densidades de corriente que aparecen en las paredes de la guia cuando se propaga por
ella un modo Tk Dibuje un esquema de las densidades de corriente presentes, en un instante de
tiempo dado, en las paredes de la guia.

6. La relacion de dispersion para los dos primeros modos que pueden propagarse en la guia de la
figura 2 es:

a=2,3 cm
I e —]
mrt
B=yk*-(—)?
a
Hy o & h=1 mm
Fig. 2
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Se desea trabajar en una region de frecuencias para las que la guia sea monomodo, y se
toman unos limites dados por las siguientes condiciones: la frecuencia de trabajo estara i) al menos
un 30% por encima de la frecuencia de corte del modo fundamental, y ii) un 30% por debajo de la
frecuencia del siguiente modo. ¢,Cudl es el margen de frecuencias elegido?

7. Una guia rectangular de paredes conductoras perfectas tiene dimeasich8<m yb = 1,0 cm.
Desde la posicionz=0 hacia atras £<0) la guia tiene aire en su interior, y desde ese punto hacia
adelante ¢>0) est4 rellena de un cierto dieléctrico con permitividad relatigiig. 3).

Incide una onda desde la region de las z's negativas que corresponde al mpadwytE
campo eléctrico es

- TX _.
E() = E, ysen—e ?

y como consecuencia se generan dos ondas, una reflejada hacia atras y otra transmitida hacia la otra
zona de la guia. Las expresiones de los campos eléctricos asociados a esas ondas son;

_ TTX : . X _.
E(F) = Aﬁlsen?e”ﬁlz y E(f)=B ysen?e 1Pz

a) Escriba las expresiones de las relaciones de dispersion para ambas zonas de la guia:
B]_ = Bj_(f ,a)y Bz = Bz(f ,a)
b) Calcule los campos magnéticos asociados a cada onda o modo.
c) Obtenga los valores de las amplitudeg B en funcion deEy y de las constantes de
propagacion, mediante la aplicacion de las condiciones de contome 6n
d) Sif = 8,0 GHz yg=2,2 ¢qué fraccion de potencia se refleja?, ;qué parte se transmite?
Compruebe que la suma coincide con el 100% de la potencia incidente.

Fig. 3

8. Considérese una guia rectangular de paredes conductoras como la mostrada en la figura 4. Calcule
el nimero de modos que pueden propagarse en la guia en los dos casos siguientes:
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a) sie=gg; Y
b) sie=9¢,.

A a=2,0cm

b=0,5cm
Ho €

Fig. 4 >

X

Cuando el interior de la guia esta parcialmente rellena de un medio dieléctrico distinto del
aire el célculo de los posibles modos es algo mas complicado, debido a las condiciones de contorno
adicionales que deben satisfacerse. Es el caso de la guia de la figura 5. El campo eléctrico asociado a
un modo del tipo Tk tiene ahora la forma general dada por:

E,.E,=0 4 a=2,0cm

[{Asena,x+ B cosr, x )& 1F?
(0 x<d) d

E = H . E E ’ € b:0’5 cm
y E(Csenazx+ D cosr,x /% .. €. 5 >
H (d<x<a) " X
Fig. 5

Respecto al nUmero posible de modos en esta guia debemos estar en una situacion intermedia
respecto a los dos casos anteriores.

c) Determine el valor maximo que pueden tomar las constantgsi, para que se satisfaga la
ecuacion de onda en ambas regiones (para modos guiados).

d) Obtenga las cuatro relaciones en las que intervienen las congtaB{€3 D, o, y a,, que se
derivan de las condiciones de contorno aplicables a esta situacion.

e) A partir de las expresiones anteriores se puede obtener una ecuacion de dispersion (no
resoluble analiticamente), en la que intervienen las constamtes; y a,. Escribala.

f) Se comprueba que, &:0,02 m y tomando los valores extremosodey o, obtenidos en el
apartado c) son posibles los valote®),75 cm yd=1,5 cm para satisfacer la ecuaciéon de
dispersion de la guia. ¢Qué informacion puede obtenerse de esos datos? o, dicho de otra
forma, ¢,qué tienen de particular esos valored?de

9. Un cable coaxial de longitud y radios interior y exterioa y b, respectivamente, tiene una base
de material conductor en cada extremo. En el interior del cable existe una onda estacionaria cuyo
campo eléctrico es:

E(r) = ésensz)
o)
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412 Campos electromagnéticos

La longitud del cable es la minima que permite la existencia de esta onda a una frecuencia de
100 MHz. Calcule:

a) Elvalor de L;

b) El fasor de campo magnético de la onda;

c) La energia electromagnética almacenada en el cable, a partir de los campos instantaneos;

d) Las corrientes inducidas en el conductor exterior. A partir de la observacion de este Ultimo
resultado razone en que forma podria practicarse una ranura en el exterior del cable para
acceder a su interior afectando lo menos posible a la onda considerada.
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6 Radiacion de antenas elementales

Hertz probd en 1888 que era posible emitir y recibir ondas electromagnéticas, dando
la razon a James C. Maxwell, y en contra de la opinion de otros eminentes fisicos de su
época. Su experiencia fue el primer paso hacia la tecnologia de las comunicaciones
inaldmbricas. Marconi, afios mas tarde, realizé la primera comunicacion intercontinental.
Pero lo realmente importante fue que la experiencia de Hertz sanciond de forma concluyente
las ecuaciones de Maxwell como el resumen de toda la teoria electromagnética.

En este capitulo se estudian los fundamentos de la teoria de radiacion. Se pretende
relacionar las ondas electromagnéticas con las fuentes que las generan, que seran
distribuciones de cargas y de corrientes con variacion temporal. Se van a tratar casos
sencillos, pero que resultan significativos, y permiten introducir los conceptos basicos de la
teoria de antenas.

6.1 Fundamentos de la radiacion electromagnética

Las ecuaciones de Maxwell predicen que campos eléctricos y magnéticos variables
en el tiempo coexisten en el vacio (0 en otro medio dieléctrico) de forendependiente
Entre los campos se establece una relacion que es esencial a su naturaleza, de manera que no
puede existir un campo eléctrico con variaciéon temporal sin su campo magnético asociado, y
viceversa. Esto es, en definitiva, lo que afirman las ecuaciones de Ampére-Maxwell y
Faraday.

DXH—@GJ) OxE=-—-
= =

Esas dos ecuaciones, que relacionan los rotacionales de los campos con las derivadas
temporales, llevan a lacuacién de ondatanto para el campo eléctrico como para el
magnético. La ecuacion de onda homogénea permite diferentes tipos de solucion, que se
deben elegir de acuerdo congleometriade cada problema particular y de sosdiciones
de contornoUna solucion adecuada puede construirse como un sumatorio de ondas planas,
esféricas o cilindricas, en los casos que pueden ser mas habituales.
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414 Campos electromagnéticos

No obstante parece razonable afirmar que la primera condicién de contorno para las
ondas deberia ser aquella que pone en relacion directa al campo eléctrico y al campo
magnético con las distribuciones de carga y corriente que los han generado. Ese es el tema
gue nos proponemos estudiar aqui.

Campos variables en el tiempo y ondas electromagnéticas

Los problemas de radiacién son problemigrtos Eso significa quéos campos no
estan confinados en una regibn mas o menos pequefia del espacio, sino que se extienden
infinitamente.

En la practica muchas de las situaciones reales son geometrias abiertas. Sélo
podemos considerar problemas cerrados aquellos en los que un conductor externo engloba en
su interior a las fuentes (cargas y corrientes) y a los campos.

Una pregunta que podriamos plantearnos es: ¢por qué los conductores logran
apantallar los campos?, o ¢por qué otros medios (los dieléctricos) no son capaces de hacer
esa funcion?

La clave estéa en que los conductores posagyas libresy los dieléctricos noLas
cargas libres se mueven por accion de los campos eléctricos. Logran absorber parte de la
energia de las ondas y la disipan en el propio material (por efecto Joule) o la reemiten hacia
el dieléctrico del que venian, comportandose como emisores secundarios. La movilidad de
los portadores es lo que permite reproducir en cada caso las condiciones de contorno que
sean precisas para dar lugar a una situacion global consistente. Por su parte, los medios
dieléctricos estan limitados en su respuesta a los campos externos: no pueden seguir
incondicionalmente las ‘instrucciones’ de los campos, y, por tanto, tampoco hacerse cargo de
la energia de las ondas. Como resultado son atravesados por ellas.

Desde ese punto de vista la mayor parte de los problemas son problemas de
radiacion, o, al menaos, debe contarse con la posibilidad de que se produzca radiacion de
ondas. Geometrias estrictamente cerradas son, por ejemplo, la de un cable coaxial, o la de
una guia de ondas rectangular, mientras que una linea bifilar o unanltmesstrip son
geometrias abiertas.

No es facil determinar a priori qué cantidad de energia quedara en el entorno
préximo de nuestro sistema y qué cantidad sera radiada al espacio en forma de ondas. En
teoria de antenas se buscan aquellas geometrias en las que la radiacion es maxima y dirigida
en una direccion prevista de antemano, mientras que en otras situaciones, donde la radiaciéon
es accidental, la energia radiada es energia perdida o, peor aun, energia que puede provocar
interferencias indeseadas con otros equipos.
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6.1.1 Fuentes de radiacion

Las cargas y las corrientes son las fuentes primeras de los campos eléctrico y
magnético. Si la distribucién de carga contenida en un cierto volumen varia en el tiempo
entonces debe existir cierta densidad de corriente responsable de esa variacién de carga. Eso
es lo que afirma la ecuacién de continuidad:

DDj:—— (61)

En problemas de radiacion las cargas y las corrientes vienen a representar una misma
realidad fisica. El que interese fijarse mas en una o en otra dependerd de cada problema
particular.

Una densidad de corriente qagastra constantemente a su paso la misma cantidad
de cargase denominaorriente estacionariaSeria, por ejemplo, el simple caso de una
corriente continua que circula por un hilo conductor. Tales corrientes son solenoidales (su
divergencia es nula) y las densidades de carga en las zonas atravesadas por esas corrientes no
sufren cambios. En esas condiciones no existe variacion temporal en el campo magnético (o
eléctrico si lo hayy no pueden generarse ondagsel campo eléctrico y el magnético son
independientes, de la misma forma que lo son las densidades de carga y corriente.

En el proceso de carga de un condensador, por avanzar un paso mas, tenemos una
situacion diferente. En la figura 6.1 se muestra un condensador de placas paralelas conectado
a una fuente de tension que lo esta cargando.

J(x)

Fig. 6.1 Ejemplo de corriente no estacionaria y no radiativa
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Existen dos densidades laminares de corriente que recorren las placas del
condensador. Esas corrientes son de igual valor y distinto signo. Si la t®figids
linealmente creciente en el tiempo las densidades de corriente son constantes, pero no
homogéneas: su valor disminuye espacialmente a medida que nos acercamos al extremo de la
placa porque la carga se va depositando. La densidad de carga de cada placa aumenta en el
tiempo, con signos opuestos en cada una de ellas.

Se puede comprobar que una solucion coherente a este problema es:
V() =Kt J(¥Y=Qqd-3;  o()= St

dondeK,Cy Sson constantes.

Si se calculasen los campos eléctrico y magnético obtendriamds rquelepende
del tiempo, aunquk si, ya que crece en proporcion a la carga depositada en las armaduras.
Por lo que a nosotros ahora nos interesa vemos gque en esta situacion no hay radiacion de
ondas al exterior del sistensi: B no varia temporalmente entonces E no tiene mas fuente

que la densidad de carga superficial, porgie< E = 0 y, consecuentemente, se comporta
como un campo electrostaticiNo puede abandonar el condensador sino que ha de
permanecer ligado a las cargas. Este seria un ejemplo de corriente no estacionaria pero no
radiativa. Por lo demas es un caso bastante particular. En general una corriente no
estacionaria es una fuente de radiacion.

6.1.2 Potenciales dinamicos

Estamos interesados en calcular los campos eléctrico y magnético que producen en el
espacio distribuciones arbitrarias de carga y corriente. A partir de las ecuaciones de Maxwell
se obtienen las ecuaciones de onda en la forma mas general posible:

0%E - ﬁyE—D£+ QE 6.2
udtz_guodt ()

20

, d%H -
O°H - pe— 5 = -0x ] (6.3)

sin embargo éste no resulta un punto de partida Gtil en la practica para calcular los campos,
porque al aplicarlas a cualquier situacioén realista tendremos un sistema de ecuaciones de
gran complejidad.

Se utiliza como alternatival planteamiento de las ecuaciones para las funciones
potencialesEn lo sucesivo se supondra que nuestro sistema radiante esta en el vacio (o en el
aire).
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Las funciones potenciales que se utilizan son conocidas: el potencial escalar eléctrico
y el potencial vector magnético.

OB=0 O DA/ Ox A= B=p, H

L1
H=—0OxA (6.4)
Ho
DxE——a—é——liA O
=Tor T axA
(6.5)

O DX(E+0—A)—O O /-0 —E+£\
ot’ - == 5t

El potencial vector es el mismo que en problemas estaticos, mientras que el potencial
escalar ha tenido que redefinirse, puesto que ahora el campo eléctrico no es irrotacional en
general, sino ques el campo eléctrico mas la derivada temporal del potencial vektpre
es irrotacional.

Si tomamos la ecuacién de Ampére-Maxwell y sustituimos los campos por su
expresion en funcion de los potenciales llegaremos a:

_ _ . o0 d*A
D°A-0(00A) = _I*lo‘]"'/*logoﬂ"'”ogo_z

ot ot
mientras que si hacemos lo mismo en la ecuacion de Gauss obtenemos:

0 p
2 A7V __F
S ot &

Estas ecuaciones significan un primer paso en el intento de alcanzar una base teédrica
Gtil para atacar problemas de radiacion, aunque en esa forma todavia no resultan practicas. El
paso definitivo se consigue mediante la siguiente substitucion:

_ op
OA= ~Hofo 3¢ (6.6)

Esa igualdad se conoce comarma de Lorentzy constituye el complemento a la
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definicién deA dada por su rotacional en la ecuacién (6.4). Al sustituir en las ecuaciones de
arriba se obtiene:

0, 9’ A -

Hj A= Ho& 2 = —Hqd

N 2 7o p (6.7)
w_uogo 5t2 - 8_0

Estas son lascuaciones de onda para los potencialResultan méas sencillas que
las precedentes porque se han separado ambos potenciales y los dos tipos de fuentes: las
corrientes con el potencial vector y las cargas con el potencial escalar. Eso simplifica

notablemente la resolucién. No significa gpg A se hayan hecho independientes, puesto
gue la norma de Lorentz los relaciona estrechamente. Por su parte, la ecuacion de
continuidad establece la relacién engrey J .

Las soluciones a las ecuaciones dadas en (6.7) son:

1 p(r',t—w/uoeolr*—r*'l)dv,

Ar) = are, Jv F—r|
- (6.8)
J(F = fug, |F -7
A(r’t)zil—;;]', (7 |q”ojo|r r |)dv'
v F—r|

Estas expresiones reciben el nombreatenciales retardados

Debe observarse que de hecho las soluciones son formalmente las mismas que se
obtuvieron en estatica, con la peculiaridad de que, a la hora de realizar la integracion de las
contribuciones de cada diferencial, no se asigna a los potenciales la misma variacion
temporal de las fuentes, sino que se tiene en ceémédardo que corresponde al trayecto
desde el diferencial de fuente hasta el punto en el que se evalla el potencial

_d_|r-r

t,=—= o :,/u0£O|F—F'|
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6.1.3 Ecuaciones de los potenciales en régimen senoidal permanente

Es habitual en la practica trabajar con variaciones temporales de tipo senoidal.
Muchas de las situaciones reales responden a ese modelo de forma bastante aproximada. No
se trabaja con sefales de una Unica frecuencia, pero si con sefales de banda estrecha. Es
tipico, por ejemplo, tener una sefial portadora que esté modulada por una sefial de frecuencia
mucho menor. En otros casos en que lo anterior no sea cierto se procedera, mediante un
andlisis de Fourier, a sumar la contribucion de cada componente espectral.

En régimen senoidal permanente (RSP) las fuentes se escriben como:
p(r.t) = p(F)coset +¢, ())
Ji(F,t) = Jo(F)cost + ¢, €))

en la forma mas general posible, donde la densidad de carga y cada una de las componentes
de la densidad de corriente tienen amplitudes y fases como funciones Unicamente de la
posicién.

Los campos tendran una forma similar.

Utilizaremos lanotacién fasorial en la que la dependencia temporal y la frecuencia

se suponen conocidas y solo se escriben amplitudes y fases. Los resultados de interés quedan
de la siguiente forma:

%]2'5‘"' W’ HoEg A= —H,

U o} (6.9)
@+ oo 0=~

N &

para las ecuaciones de onda de los potenciales.

1 . p(F) expljko|r —r]) i
V

r) =
“r) 4n£0-[v' F-r|
j(*) ik |q B |) (6.10)
- r)exp Kk, |r—=r'
A =22 Pl dv
amdv F=r|
para las soluciones (potenciales retardados), y
OOA= - jw &, @ (6.11)
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es la nueva expresién de la norma de Lorentz. Todas estas expresiones se deducen si
dificultad de las anteriores.

6.2 Dipolo eléctrico oscilante
6.2.1 Densidad de carga y corriente en el dipolo eléctrico oscilante

Consideremos un dipolo eléctrico oscilante formado por dos cargas puntuales de
valores+q y -q , separadas una distandia y situadas sobre el eje Z equidistantes del
origen. La magnitud de las cargas varia senoidalmente en el tiempo con frecuencia

Podemos escribir:
p(F,t) =q [6(F —3h2) — 6(F +3 h2)] cosw t (6.12)

donde la delta de Dirac es la funciéon que se utiliza para describir singularidades fisicas
(temporales, frecuenciales o espaciales, como en este caso) de un modo matematico-formal.
(vease anexo D).

La ecuacion (6.12) puede escribirse de forma mas explicita como:

p(r 1) =a8(x)8(Y)[8(z=3 ) - ( z+3 i cosw t (6.13)

Tomamos esa forma y aplicamos la ecuacion de continuidad. Suponemos que la
densidad de corriente sélo tiene componente Z, en la direccién que une las cargas:

00 =

= —%p(rtt) = -q3() 3(YIB(z-3 H - 5( z+ 3 N(-wsenw §

y tratamos de encontrar el valor de la densidad de corriente:
J,(F,1) = +wqd(x)a(y)[ U(z-1) - U z+D2) ] senw t

donde la funciérlJ es la funcién escalon (o de Heaviside), que toma el valor cero hasta el
punto donde el argumento es nulo y el valor uno a partir de él:

_[O Si z< 7
U(Z_ZO)_EL siz> 7
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La variacion espacial de las densidades de carga y corriente del dipolo eléctrico, para
un instante dado, se muestran en la figura 6.3.

p(z) J,(2)

Fig. 6.3 Densidades de carga y corriente del dipolo

Obsérvese que el resultado es perfectamente I6gico: en un dipolo oscilante las cargas
van alternando periddicamente su valor, desgldhasta-q , y viceversa, pero esto no es
posible, segln la ecuacién de continuidad, si no existe una densidad de corriente que va
transportando esa carga de uno a otro extremo a la misma frecuencia.

Podemos escribir la densidad de corriente en su forma completa:
J(F,t) = —wqz[U(z+19) - Wz P91 & X& Ysenw t
y también su forma fasorial:
J(F) = jwq2[U(z+D9) - W = P91 & ¥ Y (6.14)

La corriente se obtiene integrando esa expresion en la seccién diferencial de un hilo
muy delgado:

| =jwq entrez=-% vy z=+% (6.15)

6.2.2 Potencial vector generado por el dipolo eléctrico

En la figura 6.4 se muestra un hilo corto recorrido por una cortem®génea,)
con variacion temporal de tipo senoidal. Haremos el analisis con el dipolo centrado en el
origen de coordenadas.
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—

h/ >
XA//|0

Fig. 6.4 Dipolo eléctrico oscilante

Aparentemente es una corriente contradictoria con la ecuacién de continuidad,
porque el hilo se interrumpe abruptamente en ambos extremos (la corriente es uniforme). Sin
embargo, es posible considerarla asi por la suposicion hecha de que la carga acumulada en
cada extremo en un periodo temporal es una carga puntual, de densidad infinita. Ese es el
motivo por el que recibe el nombre de dipolo eléctrico.

El primer paso para el célculo de los campos es obtener el potencial vector. Su
expresion es:
AT = Ho . 1(FAI" expEik|r —r])
4rr)e F-r|

(6.16)

donder es el punto en el que calculamos el potencigl ¥ z' Z es el radiovector que va
recorriendo los diferenciales de corriente:

expjk[r? +z'? —2rz' cod ]y2 )dz'

A(F)=—1.2
") ° 'rc [r2+z'2—2rz'c059]%

41T

donde se ha escrit{f —f'| =[r?+z'?-2rz'cosd ]%2 :

Haremos dos aproximaciones para poder calcular esa integral:

i) r>>r' O r >>h; (6.17)
i) A>>h

La primera aproximacion indica que vamos a calcular el potencial (y los campos)
cierta distancia del dipolola segunda, que se trata dedipolo corto,en términos de la
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longitud de onda. Sin duda estamos admitiendo limitaciones que restan generalidad al
problema, pero de hecho estamos obligados a hacerlo si queremos avanzar en el calculo de la
integral (6.16). Mas adelante se vera que los resultados son significativos, y que sirven de
punto de partida para atacar otros problemas mas generales.

La primera de las aproximaciones nos permite simplificar el denominador del
integrando, que aproximaremos sencillamente por
La fase requiere algo mas de cuidado:

12 r

z z

[r?+z'?-2r2'cosf}? = r[1+— — 2—cod ]y2
r r

Ocurre, y esto es basico en problemas de radiacién, que los diferentes términos de
orden creciente en un desarrollo en serie de lasfasepueden eliminarse cuando ademas

de ser mucho menores que los términos precedentes, sean mucho menareBeajoto
modo se estarian cometiendo errores importantes, al ignorar términos que si tienen
relevancia.

En nuestro caso la fase podemos desarrollarla como:

12 ] 12

Z' z 271 z 1z
KIF—1'|=kr[1-2—cosf+—J2=—r (1-—co9+_-—
| | [ r r? ]y A ( r 2 r? )

donde admitimos que se cumplen las dos desigualdades siguientes:

2, 2m 21T 1h?
—z s7h<<rr y ———<<TT

A A2r

gue pueden escribirse también como:

A
h<<—2 y h? << Ar (6.18)

La primera condicién es, de hecho, equivalente<a A. La segunda se desprende
necesariamente de la primera yrdeh. Con esas suposiciones el potencial vector queda
finalmente:

_H

5o Ho . exp(-jkr )
A(T) = an z . (6.19)

h
1 o
Ion'_; Fexp(—jkr Yz :ﬁTloh
2
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6.2.3 Caélculo de los campo<€ y H

A partir del potencial vector podemos obtener todas las magnitudes de interés del
problema. La secuencia de célculo mas inmediata seria:

Ho jwe,

y de alli puede procederse a calcular el vector de Poynting y la potencia radiada.
También se puede trabajar con el potencial escalar, calculado mediante la norma de
Lorentz , y obtener el campo eléctrico a partir de los dos potenciales.

Habitualmente trabajaremos en coordenadas esféricas, que se adaptan mejor a las
caracteristicas del problema.

Partimos de:

o u ~ ik A
AG):Z%IJwgﬂ%il)Gcmﬁ—esaﬂ) (6.20)

El campo magnético se obtiene a partir del rotacional de (6.20):

H(F) = qS @] Qexp(—Jkr) serf (6.21)

k22

y el campo eléctrico resulta finalmente de la forma:

E(F) = E,(r,0)f +E,(r,0)0

donde

_ I _-i@c exp(- jkr)
E_'704712 e 00 r2

I,h 1 .1 exp(= jkr)
E, = nok—2 E1+—— —@s g —————
o = B ke et r

Las ecuaciones (6.21) y (6.22) son el final de esta primera parte del problema.
Obsérvese que los campos producidos por el dipolo tienen la forma dedmasféricaes
decir, que los lugares geométricos de los puntos del espacio donde las componentes de los
campos tienen la misma fase son superficies esféricas centradas en el dipolo.

(6.22)
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A diferencia de la onda plana la onda esférica de la ecuaciones (6.21) y (6.22) tiene
una forma matematica complicada. En los apartados siguientes examinaremos la forma de
los campos a diferentes distancias del dipolo para obtener algo mas de informacién.

6.2.4 Campos radiados

Se denominarwampos radiadosiquellos que se obtienen con la aproximaciéon de
campo lejanocampos medidos a gran distancia de la antena emisora. La importancia de esa
aproximacion es bastante clara. Se trata de obtener las caracteristicas de los campos que
realmente van a recibir otras antenas, que normalmente estaran alejadas del lugar de emision.

Hasta ahora hemos estado suponiendo que el punto en el que evaluamos el campo
esta situado a cierta distancia del dipaleX h). Ahora ademés vamos a particularizar al
caso en que esa distancia es grande también comparada con la longitud de onda:

r>>A\ O %\»1 O kr>>1 (6.23)

Con esa condicion algunos de los términos de las diferentes componentes de los
campos pueden ignorarse. En particular, ocUgies< Egy Yy los campos resultan:

R I o exp(=jkr) 4
Erad(r) = Jkr’O %ﬂserﬂ f@

- I,h -k
g (1) = k- serp EEID)
ATT r

(6.24)
gue son las expresiones utilizadas habitualmente para el dipolo radiante.
Los campos radiados son los que tienen interés en la practica, porque son los campos
gue realmente llegan a las antenas receptoras cuando se utilizan frecuencias de emisiéon no

excesivamente bajas.

La onda esférica en campo lejano representada por los campos de las ecuaciones
(6.24) tiene algunas particularidades notables que deben resefiarse:

» los campos eléctrico y magnético estan en fase;
» larelacion entre sus amplitudes coincide con la impedancia intrinseca del medio;

» sus direcciones de oscilacion son perpendiculares entre si, y perpendiculares a la
direccion de propagacion.
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Es debido a esas caracteristicas que la onda puede considerarse como una onda plana
0, por mejor decir, como urmnda localmente plana

Ho

Eg

—|

Fig. 6.5 La onda emitida por el dipolo es similar, en campo lejano, a una onda plana

6.2.5 Caracteristicas de radiacién del dipolo eléctrico

Existen varios parametros que informan de las caracteristicas de radiacion de una
antena o de un sistema radiante. Tales parametros son:

» |a resistencia de radiacion,
» el diagrama de radiacion,
« la ganancia directiva y la directividad.

Los veremos particularizados al caso del dipolo eléctrico. Como todos esos
paradmetros se relacionan con la potencia radiada por la antena es lo que calcularemos en
primer lugar.

El vector de Poynting medio en campo lejano es:

1 . E serf 6
I:)m = E Rd Erad X rad (625)

y la potencia radiada debe coincidir con el flujo del vector de Poynting a través de una
superficie cerrada que englobe al dipolo (una esfera derrgmo sencillez).

Qfgkz J’ Ir enzg r9d6d¢——— (,hYk*n, W)  (6.26)
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Resistencia de radiacion

El dipolo podria esquematizarse en cualquiera de las dos formas que se muestran en
la figura:

Rs T | Rs

V(t) V(t) Rrad

Fig. 6.5Resistencia de radiacién

Parte de la potencia suministrada por la fuente de tensién es radiada al espacio y el
resto se disipara en la resistencia interna de la fuente y en la resistencia 6hmica del dipolo. Se
simula el efecto de radiacion, desde el punto de vista de la,faente una resistencia que
disipa una parte de la potencia igual a la potencia radidfia importante entonces que la
potencia radiada sea lo mayor posible, y por tdiite>> R;.

Se define la resistencia de radiacién simplemente como:

Prad I:)rad
Rea =72 =(RSH 275 (Q) (6.27)
eff 0

y para el dipolo eléctrico resulta:

_21 o @;@2
R,y = 347_[’70h2 K* = 8o Q (6.28)

En realidad lo interesante de una antena es que tenga una elevada resistencia de
radiacion y, sin embargo, en el caso del dipolo eléctrico corto esto no se cumple en absoluto.
Obsérvese que precisamente se asumié que su longitud es mucho menor que la longitud de

onda (h << A4). La conclusion es quel dipolo corto no es una antena eficientebe
hacerse circular una intensidad de corriente elevada para que radie de forma apreciable.
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Diagrama de radiacion

Cuando tratamos con una antena no estamos interesados en conocer Unicamente qué
cantidad de potencia radia, sino también en como se distribuye esa potencia en el espacio. Se
denominaantena isotropicaa aquella que radia uniformemente en todo el espacio, como si
se tratase de una fuente esférica perfecta; antemaislireccionaleson aquellas que radian
apreciablemente en un abanico completo de direcciones, con cierto grado de simetria
esférica; antenadireccionalesson, por ultimo, las que concentran la radiaciéon en un cono,
de mayor o menor amplitud, alrededor de una direccion privilegiada.

El diagrama de radiaciorpermite apreciar de un golpe de vista la distribucion
espacial de la potencia radiada por la antena. Es la representacion grafica tridimensional del
vector de Poynting, normalizado a la unidad, y se define:

P(r,0,
t(6,¢) = J(—M (6.29)
P(r.6.9) .
El diagrama de radiacion del dipolo eléctrico es:
t(8,¢) =sert 0 (6.30)

La representacion grafica se realiza como la de un diagrama polar en tres
dimensiones, asignando al médulde cada punto representado el valor que le corresponde
det segun su direcciond, ¢) :

r=t(6,¢) para cada punt@r,60,¢ )

En la figura 6.6 se muestran dos cortes segun los ejes del diagrama de radiacién del
dipolo. Tiene simetria azimutal como cabia esperar de la geometria cilindrica de la corriente.

XY

Z
0
7
p
¢

v X

v =<

Fig. 6.6 Dos secciones del diagrama de radiacion del dipolo
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Ganancia directiva y directividad

La ganancia directiva no es, en realidad, algo distinto del diagrama de radiacion. La
Unica diferencia es que ahora no se normaliza a la unidad, sino que se toma como referencia
una antena que radie, de forma isotrdpica, la misma cantidad de potencia que la considerada.
Mateméaticamente:

_|P(re.6) |P(r.6.¢)
D(t9,¢)—|l5(r)|ISOTR = Pf%mz (6.31)

Para el caso del dipolo resulta:

D(8,¢) = gserf 2] (6.32)

La directividad es el valor maximo de la ganancia directiva. Para el caso del dipolo
toma el valor de 1,5. La directividad de una antena isotrépica es la unidad, ya que es la de
referencia, y la directividad de cualquier otra antena es siempre mayor que uno.

D, = maxf 06, ¢)] (6.33)

Usualmente se da la directividad en dB (10Dgd

6.2.6 Campos inducidos

Después de ver los campos a grandes distancias conviene examinar como son cerca
de la antena. Esto tiene interés teérico para clarificar algunos conceptos, y también
repercusiones practicas, aunque no las trataremos aqui.

Se denominan campos inducidos a los campos presentes en la inmediaciones de la
antena. Tal proximidad se juzga en funcién de la longitud de onda, y no de las dimensiones
de la propia antena.

Los campos que obtuvimos para el dipolo (Ecs. (6.21) y (6.22) ) son validos en la

suposicion de que>> h . Ahora afiadiremos la condicién de que< A . Esto es posible
porque también asumiamos que la longitud del dipolo era mucho menor que la longitud de
onda (dipolo corto).
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Los términos dominantes en las expresiones de los campos son diferentes, puesto
que
r<<A [ kr <<1
Al aproximar en las expresiones (6.21) y (6.22) tenemos:

_ _15h 1 2f cosH+6serd

Eina (M) ==, 3
41T K r
6.34
i (r)~loh serﬂqS (6:34)
ind 47.[ r.2

donde incluso la exponencial de fase, que es quien da el caracter de onda viajera, ha sido
ignorada. Es interesante comprobar que los campos inducidos en la proximidad de la antena
no se diferencian apreciablemente de los que podriamos obtener con aproximaciones
estéticas. En el caso del campo eléctrico bastara con hacer algunas sustituciones y utilizar la
ecuacion (6.15) para llegar a la expresion:

gh 2fcosd+0semd
s - (6.35)
0

Eind (= 4

gue coincide con la expresion conocida del campo creado por un dipolo eléctrico. La
variacién temporal sera la misma que la de las cargas, sin incluir ningan retardo. Ocurre que
estamos calculando los campos en purgolks que las ondas llegan casi de forma
instantanea, en comparacion con el periodo propio de las seffa@sesa situacion utilizar

la ecuacién de los potenciales retardados no tiene objeto.

Trate de hacer el calculo del campo magnético por los procedimientos usuales de
Magnetostatica y compruebe que obtiene la aproximacion dada en (6.34) para ese campo.

6.3 Radiacion simultanea de dos dipolos

En este apartado veremos cdmo son los campos producidos por un sistema de dos
dipolos. El interés de agrupar elementos sencillos para construir un sistema radiante radica
en que pueden mejorarse algunas caracteristicas de radiacion respecto a las del elemento
aislado. En particular esto es cierto para la directividad.
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6.3.1 Campo radiado

Considérese un sistema formado por dos dipolos orientados en la misma direccion y
separados una distan@d, tal como se muestra en la figura 6.7.

=~

Fig. 6.7 Sistema radiante formado por dos dipolos idénticos

Podemos evaluar el campo radiado (campo lejano) producido por ambos dipolos
mediante la superposicién de los campos individuales. Previamente debemos reescribir el
campo radiado por un Unico dipolo cuando estd desplazado respecto al origen de
coordenadas.

N Py exp(jk{r—r|) «
E.aa (7) = jK, ﬁseml | l| 6,

F-7
I, es el radiovector de posicion del dipolo, y ademés se han escrito el Gngub
vector unitario correspondiente medidos desde el dipolo, porque en rigor serian diferentes a

los trazados desde el origen. Sin embargo, el tener que hacer esta Ultima distincion
complicaria enormemente el problema. Asumamos que la separacién entre los dipolos no es

excesivamente grande en comparacion con la longitud de onda, lo cual es razonable.
Entonces tenemod = A << r, y podemos escrib, =0 y 8, =8 .
La distancia entre el dipolo y el punto donde vemos el campo es:

[ =r|= ok + yg+ Z2- (£ d) = (F -2 g g+ )2

para cada uno de los dipolos.
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El denominador lo aproximaremos sencillamenterpden la fase debemos ser mas
cuidadosos:

(zd)
r 2

o d* 1y _d _
k|r —I’112| =kr (1- 2y +r—2) = kr (1F yr—z) = kr ¥ kd serf Se¢

lo que sera valido siempre que el término eliminado sea pequefio:

d? d?
k=% e 0 d?<<ar (6.36)
2r A

El campo radiado queda finalmente en la forma:

. , I,h coslkd ser® se#
E s (1) =20k, 1 serd =0 seh g

(6.37)

Para calcular el campo magnético no es necesario volver a la ecuacién de Ampere-
Maxwell, debido a que la onda radiada es localmente plana. Podria utilizarse la relacion
conocida:

=>
I
-

| —

— 1 ~ —
Hrad :_kx Erad (
Mo

6.3.2 Resistencia de radiacion y ganancia directiva

Para analizar las caracteristicas de la radiacion del sistema obtenemos del vector de
Poynting

B =—|E
21,

rad

20 ZKZUOE%QZ serf6 cod IKSI se@ sah f] 6.:38)

r

La dependencia del flujo de potencia con los angulos esféricos tiene una forma
peculiar. Eldiagrama de radiaciordepende de la separacion entre los dipolos medida en
longitudes de ondakd ). Tenemos:

t(6,9) =serf 0 coé kd sefl segn | (6.39)

El calculo de la potencia no puede realizarse analiticamente. Escribiremos:

Pea =f. P [HS= CF I(kd (6.40)

donde
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6 Radiacion de antenas elementales 433

C:2k2/70§:]71g y 1(kd) = J’j"ﬁ)"serfe cod kd sefl s@h & o

El valor de la integrall (kd) se ha calculado numéricamente y se muestra en la
figura 6.8:

9.0
8.0+
7.0t
6.0F
5.0¢

I(kd)

4.0r
307

2.0 ‘ ‘ ‘ —
00 05 10 15 20 25 3.0

2d/\

Fig. 6.8 Integral normalizada del flujo de potencia para dos dipolos en el plano

Laresistencia de radiacioas:

Ry=—"2%=2 P“;d =2CI(kd) (Q) (6.41)

eff IO

Esos resultados merecen ser analizados con algo mas de detenimiento para
comprender el comportamiento del sistema radiante.

Una primera cuestiébn que se pone de manifiesto es que taptutelacia total
radiada como laresistencia de radiaciéno guardan relacion directa con las de un dipolo
aislado: la forma de la integrafkd) hace que dependan algo caprichosamente de la
separacion entre los dos dipolos.

Ese hecho podria resultar sorprendente a primera vista, pero si se razona despacio se
llega a comprender que no es un resultado ildgico.

En primer lugar, y desde el punto de vista de los campos radiados al espacio, es claro
gueel principio de superposicion se aplica al campo (eléctrico 0 magnético), pero no a la

densidad de potencia ni a la potencdd calcular el vector de Poynting como el cuadrado de
la suma de campos el resultado es diferente a la suma de los cuadrados.
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434 Campos electromagnéticos

Por tanto dos dipolos no radian, en general, la potencia suma de las potencias que
radiarian individualmente cada uno.

Desde el punto de vista del generador el problema es, quiza, menos claro, ya que
habiamos convenido en que un dipolo podia simularse como una resistencia. Ahora parece,
sin embargo, que no podemos mantener la analogia y utilizar dos resistencias (en paralelo o
en serie) para representar al conjunto de los dos dipolos. Y es cierto. Podriamos en todo caso,
tal como se ha hecho, calcular la nueva resistencia de radiacion equieafsogterior
después que el problema electromagnético ha sido resuelto, pero el problema no tiene
solucién en el terreno puramente circuital.

En realidad lo que esta sucediendo es que las antenas representan, de cara al
generador, una impedancia compleja, con parte real (resistencia de radiacién) y parte
imaginaria (reactancia de la anten&j reactancia se relaciona con la energia almacenada
en los campos que circundan la ante@dsérvese que en todo momento nos hemos limitado
a calcular el vector de Poynting en la zona de radiacion, a grandes distancias del dipolo, pero
si hubiéramos hecho el calculo con las expresiones completas de los campos habriamos

obtenido otra componente del flujo de potencia: en particular una comp&geateel caso

del dipolo. Eso indica quexiste energia electromagnética que no es radiada, sino que
permanece indefinidamente en las inmediaciones del digsk energia presente, pero no
radiada, se simula, una vez calculada, mediante elementos no resistivos. Sin embargo el
célculo de la reactancia, como parte esencial de la impedancia de entrada de la antena vista
desde el generador, sobrepasa el propdsito de este libro. Se vera con detalle en la asignatura
de Antenas.

Por ultimo es interesante comprobar la variacién del diagrama de radiacion en
funcién de la separacion entre los dipolos. En la figura 6.9 se ha representado la seccién del

diagrama en el plano X-Y{= 7 /2, ¢ variable) para diferentes valoresdle

El primero corresponde al caso trivial en que ambos dipolos no se separen
apreciablemente, en términos de longitud de onda, y no se diferencia del de un Unico dipolo.
El segundo corresponde a una separacion entre los dipolos de media longitud de onda.
Obsérvese que la radiacion segun la direccion que une los dipolos (eje Y) se cancela,
mientras que se refuerza en la direccién perpendicular. Por Gltimo, para una separacién de
una longitud de onda, aparecen dos maximaos en direcciones perpendiculares. Se obtendrian
diagramas con un namero creciente de Iébulos de radiacion si siguiésemos incrementando la
separacion entre ambos dipolos.

A pesar de que los diagramas se han obtenido después de un calculo sistematico no
esta de mas comprobar que responden perfectamente a la fisica del problema.
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kd =m/2 kd=3m/4 kd=n

A D '¢ X X

Fig. 6.9 Cortes de la ganancia directiva del sistema de dos dipolos en el plano X-Y

N2

interferencia
destructiva

interferencia
constructiva

R

Fig. 6.10 El andlisis cualitativo de las interferencias producidas a grandes distancias
permite prever la forma del diagrama de radiacion, al menos en algunas

direcciones particulares (caso k2d¥

En la figura 6.10 se muestra que el valor del diagrama en algunas direcciones eran
previsibles por simple inspeccién de la geometria del sistema.
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436 Campos electromagnéticos

6.4 Radiacion de una antena larga de tipo dipolo

Una antena larga es aquella cuyas dimensiones son del orden de la longitud de onda
de emision.

Podemos aprovechar los resultados precedentes para realizar el estudio de la
radiacién de este tipo de antenas. Para ello se realagarticiéon de la longitud de la
antena larga en una sucesion de dipolos elementgles campo eléctrico total se obtiene
como la suma de los campos producidos por cada uno de ellos.

El campo creado por un dipolo corto que ha sido desplazado respecto del origen es:

exp(-jk| 7 —1y|)

- serd 6 (6.42)
7 -F,|

.1
Erad(r):z_[]lohkrlo

con el dipolo orientado en la direccion Z y dorfgees el vector de posicion del dipolo.

En la aproximacién de campo lejamo>¢ A) y con |FO| <<r se obtiene la expresion:

exp(= jkr)

E (1) =il Pk, exp(+ jkr ;) send 6 (6.43)

La distribucién de corrientes en la antena tiene forma senoidal, con valor nulo en los
extremos, tal como se muestra en la figura 6.11.

A

=+ |+ La forma senoidal obedece a que
realizamos el analisis en régimen
senoidal permanente (en tiempo),
lo que fuerza wuna onda
estacionaria de corriente de este
L tipo también  espacialmente.
/ Ahora si imponemos la condicion
T 21 sen(K(2)] de contorno de corriente nula en

= los extremos, y por tanto
prescindimos de la idealizacion

gque suponia admitir  una

T I =1, sen{k(l-2)}

z=-1- concentracién de carga infinita
(carga puntual) en los extremos
Fig. 6.11Dipolo largo deA/2 del dipolo.
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El diferencial de campo radiado producido por cada diferencial de hilo es:

_ 1 . exp(-jkr _ -
dE,,(7) = Ejlmser{k (72 }dz’ kqop(%)exp(—sz' co¥ )sefl 6
gue se obtiene haciendo las substituciones adecuadas en la ecuacion anterior. La integral
entre los extremos del dipolo permite una expresion analitica para el campo eléctrico, y a

partir de él se calcula el campo magnético. El resultado final es:

1,1 coskl co® )} cokl .

_ 1 )
ryY=— - jkr
Erad(r) 27_[J r Sem 9 (6 44)
A (F) = 1 .1, coskl cog )- cokl e § .
rad - 27'[J r Serﬂ

La antena de este tipo mas popular es el dipolo de media longitud de onda, donde se

21=%

elige

El vector de Poynting medio para ese caso es:

-1 S cosz(%cosé) ).
= e 2 serf6

(6.45)

La integral del vector de Poynting a través de una superficie esférica no tiene
soluciéon analitica, y por tanto la potencia radiada, la ganancia directiva y la resistencia de
radiacion deben obtenerse mediante calculo numérico. Se comprueba que la resistencia de
radiacion del dipolo en lambda medios es d&€7gor lo que es mucho mas eficiente que el
dipolo corto.

El diagrama de radiacién si puede obtenerse a partir de (6.45). En la figura 6.12 se
muestra una seccion del diagrama en un plano vertical.
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XY

v

Fig. 6.12 Diagrama de radiacion del dipolo %

6.5 Emision en campo lejano: generalizacion

La onda emitida por un sistema radiante a distancias mucho mayores que sus propias
dimensiones y que la longitud de onda de emisidn es similar a una onda plana, tal como se ha
visto en el caso del dipolo.

Este hecho permite realizar aproximaciones de partida que simplifican notablemente
los calculos. Lo veremos desde un punto de vista totalmente general.

El campo eléctrico se escribe en funcion de los potenciales en la forma:
E=-0¢- jwA (6.46)

y mediante la relacién que establece la norma de Lorentz puede expresarse en funcién del
potencial vector:

E=-jwA-j 0(0 CA) (6.47)

W HoEq

Estamos interesados en el calculo del campo a grandes distancias, por lo que basta
con considerar los términos del potencial vector que varientdescribimos:

- — ik A
Aur00)="2 0D (n @9yt m00)6+ K05 (649

y trataremos de obtener la forma del campo eléctrico a través de la Ec. (6.47).

Aplicamos: O f F) =0f [F + f OCF a(6.44), y resulta:
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_ o rexpCjkr ). expCjkr) =, _
O0A(M = OF— - QDA(@,¢)+TDD“~

1+ jkr
=k
(kr)?

exp( jkr )A” +ri2 (---)*r—lg ()

porque del segundo término no saldra ningtin sumando con dependencia mas lefita que
con lo que no tiene relevancia para el campo radiado.

Calculamos el gradiente de la expresion anterior seleccionando los términos de
interés:

K
OB = A exp(—jkr)+ri2 ()

Y se obtiene finalmente:

o1 - k2o
- O(O0A) = | o
WHHE, WHHE, Kr

A exp(- jkr )= jwA
El campo eléctrico radiado se escribe entonces simplemente como:

Era (N =—jw (A0 + A ) (6.49)

Compruebe en los dos casos estudiados anteriormente que se satisface esa relacion.
De forma similar se comprueba que tampoco el campo magnético tiene componente
radial a grandes distancias. Se obtiene:

A, (F) = -] nﬂf X (A8 +A,0) (6.50)

0
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PROBLEMAS - CAPITULO 6

1. Dos dipolos eléctricos cortos estan situados sobre el eje Z y orientados en la misma direccién. Las
corrientes que recorren ambos dipolos tienen igual amplitud y fase (RSP). La distancia que los separa
es2dy la longitud de cada dipolo(Fig. 1).

a) Compruebe que el campo radiado (a grandes distancias) por el conjunto de ambos dipolos
es:

Eaa (F) = Ky, % serf2j coskdcosd)e 9

y escriba las aproximaciones que ha realizado para llegar a esa expresion.
b) Calcule el campo magnético radiado.
c) Calcule la densidad de potencia media y la potencia radiada por el sistema.

d) Dibuje el diagrama de radiacion en un plano vertical klara0, kh = /2 y kh = 7.

Fig. 1

2. Una cierta distribucién de corriente de una antena, en RSP, produce un potencial vector en todo el
espacio de la forma:

— jkr

Ar)=C

1
(j+—)send
kr

dondeC es una constante.

a) Calcule los campos eléctrico y magnético a grandes distancias.
b) Calcule el vector de Poynting medio y la potencia radiada.
c) Obtenga el diagrama de radiacion de la antena.

3. El potencial vector de un dipolo elemental en campo lejano viene dado por la expresion:
= jkr
Ho e

Ay =21,h ——elhy
() 47T0 r
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dondeh es su longitud), es el fasor de la corriente (homogénea) que lo recorre, y los vectores
G y 1, sefialan la orientacion y la posicion del dipolo, respectivamenitesy el vector unitario
desde el origen de coordenadas. Se han realizado las

aproximacionesr >>A 'y r >>h?/A.

Considérese la agrupacion de tres dipolos idénticos como la mostrada en la figura 2. Las
corrientes que recorren cada uno de ellos son iguales.

a) Determine las expresiones del campo eléctrico radiado y del vector de Poynting medio en
el plano XY.

b) Sila frecuencia es de 200 MHz ¢ cudl es el valor minind) sleparacion entre los dipolos,
para el que no se radia potencia en la direccién Y?.

c) Para el valor del obtenido en el apartado anterior determine las demas direcciones de
radiacion nula en el plano XY.

d) ¢En qué direccién del espacio la agrupacion radia la maxima potencia?.

Fig.2

4.- Dos dipolos cortos estan orientados en la direccion Z, separados una distansituados a una
lado y otro del origen, sobre el eje X, tal como muestra la figura 3. Las corrientes de cada dipolo son
I, el,, con la relacion:

— | elY
I, =1,e

Fig. 3

a) Compruebe que, dk<r, se puede escribir, =r —d cosp y r, =r +d co®, donde r

es la distancia del origen de coordenadas al punto considerado en el plang XY, son
las distancias al punto desde cada uno de los dipolos.
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b) Compruebe que el campo radiado en el plano XY debe ser proporcional a

coskd co® —% )

c) Determine el valor del desfase entre las corriemiegjue se precisa si se desea tener un
méaximo de radiacién paga= 45°, en el casd= A\/4.

d) Obtenga los ceros del diagrama de radiacién en el plano XY vy dibdjelo.

5.- Dos dipolos estan situados sobre el origen de coordenadas, uno de ellos con orientacion en Z y el
otro dispuesto oblicuamente, en el plano YZ, formando un aogrdspecto al eje Z (fig. 4).

El potencial vector creado en todo el espacio por un dipolo centrado en el origen y orientado
en la direccion de un cierto vector unitafices:

= Hy e—jkr
A(f)=—1.h a
4 r

a) Calcule el campo radiado por el conjunto de ambos dipolos a grandes distancias.

b) Particularice la expresion anterior para puntos del plano XY, y obtenga la polarizacion de
la ondas emitidas en las direcciones X e Y,
b1) si las corrientes de ambos dipolos son idénticas;
b2) si las corrientes son de la misma amplitud pero las fases estan en cuadratura.

c) ¢En alguno de los casos anteriores podria obtenerse una polarizacion circular?

A

Fig. 4

6.- Calcule el potencial vector producido a grandes distancias por una espira de corriente ale radio
centrada en el origen de coordenadas y paralela al plano XY (fig. 5). La corriente que la recorre es
uniforme y de frecuencia.

Utilice el hecho de que la distancia entre un diferencial cualquiera de espira, situddo/en
un punto arbitrario del espacid,, puede aproximarse en la forma:

|F—F’|:r—asen6cos(>— ') Sir<<r

y aproxime el término de fase asumiendo fue a.
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Fig. 5Dipolo magnético oscilante
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Anexo A: Sistemas de coordenadas

Coordenadas rectangulares

»
»

N>
~

=

/‘yo

<>

X

- radiovector desde el origefi:= X X+ Yy, ¥+ 2z
. diferencial de longitud genéricall = dx &+ dy'y+ dZ'z

- diferenciales de superficie principaled$ = dx dy’z dx dz,y dy dz x
« diferencial de volumendv = dxdydz

- vector genéricoA = A X+ Ay+ Az
XX+ Yy+ 7z

« vector unitario genéricof = T
NXE+ YT+ Z
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A

Los vectores unitarios principales sonX, ¥, Z con las relaciones:
XXY=2 Zx %=y yxz=X

Coordenadas cilindricas

»
»

=Ny

X

« radiovector desde el origer: = Xpcosh + ypsenp + 2z

- diferencial de longitud genéricodl = dpp+pdd ¢ + dzz
- diferenciales de superficie principaleds=p cd &z ¢ db, p o d
« diferencial de volumendv=pd ¢ dz

- vector genéricoA= A p+ A+ Az

Xpcosh + ypsenp + 2z
\/pz +72

Los vectores unitarios principales spnd, Z (py ¢ dependen de la posicion del
punto considerado) con las relaciones:¢ =2, zxp=¢, ¢ x z=p.

+ vector unitario genéricof =
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Cambio de sistema de coordenadas: de cilindricas a cartesianas:

p = Xcosh + ¥send
$ = —xsenp + ycosp
2=7
de cartesianas a cilindricas:
X =pcosh — § senp
¥ =psend + ¢ cosp
2=7
Coordenadas esféricas
Z
A
rsend do
< rdo
dr ¢
0 ;
/ 7 4
0
»Y
m ¢
\:::>»

X

« radiovector desde el origer: = Xr senf co® + yr senf serp + Z2r coh

« diferencial de longitud genéricodf =drf +rdo@+r serfd¢ ¢

« diferenciales de superficie principaleds = drrdd ¢, drrserd dp 6, rPserf d ab ¥
« diferencial de volumendv = r*serfdrdd dp

» vector genérico:A= Af+AB+ A
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rserb co$x +rserf sepy +rcobz
r

 vector unitario genéricof =

Los vectores unitarios principales sdi 0, ¢ (todos ellos dependientes de la
posicién del punto en que se consideran) con las relaciones:

FxB=¢, dxr=0,0x¢=r
Cambio de sistema de coordenadas: de esféricas a cartesianas

f =X serf co$ + ¥ serb sep + 2 coP

0 =X coP co + ycoP sep — zserd
¢ =-Xsenp + ¥ cosp

de cartesianas a esféricas:

% =f serd co$ +6 cod cos — § senp
Y= serD sep +6 coP sewp +$ cosp
2=t cod -6 serd
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Anexo B: Féormulas de analisis vectorial

Operadores

Coordenadas rectangulares

Df—ﬂ§<+ﬂA+ﬂi

_ax oy’ " oz

LA 0A

HHA= ax ay 0z
_EBAZ _0AD g& A0, E@Av _O0AL
Hx A= OZB( 0z BZ

2f 2f 2

sz:a 0 o f

P ay? i
D2A=D2A %+ D2A Y+ D2 AZ=000A-0x(0x A

Coordenadas cilindricas

TS
Df—app+pa¢q§+az

100,119 oA
DDA_pap(p'Ab)er o oz
_,_Mloa oAD DA aAZD L 100 OAbD
IxA=H 5 ez P Haz - 5("%)

1o00dof 162f 62f

0t = papBDOpH p* 00> T o7
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PA=0(000 -0Ox(Ox A

Coordenadas esféricas

of  of 4 1 of
o 'E”raee”r serﬁ)aq)(15

19, 1 0A
DEA——Za—r(r A,)+rser9£(,%serﬂ)+r se@ 0
0 0
1 a0 18 1 on AA)E 10(m,) oal
Hx A= rserﬂBT(Absere) YL rHsereaq) %J’rg or _aeé‘b
g 9%f
= ar Q . sereae rﬁ o 12 serf60¢

DZA:D(DDA)—DXDXA

Identidades

(AxB)C= A{Bx Q
Ax(BxCQ=HAIQ- ¢ AIB
0(fg) = fOg+ gaf
O(a/b)=(yb)oa-(d B)o b
O(AB) = (Bm) A+( AMD) B+ Bx(Ox A+ A(Ox B
O{fA) = (Of ) oA+ f(00A
OfAxB)=B{Ox A- AfOx B
(ODm)f = 0%f
Ox(of)=0
O0foOx A) =0
Ox(fA)=(0f)x A+ f(Ox A
Ox(Ax B)=(BmM) A-( AD)B+(0B)A-(00A B
Ox(OxA) =000 -0%A
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Anexo C: Funciones de Bessel

La ecuacion diferencial de Bessel tiene la forma:

d’y dy
2 bt 2 _ 2y =
dx2+xdx+(x n°)=0

X

y la solucion general es:
y=AJ(X+BN(}

donde:
J,(X) es la funcion de Bessel de primera especie y ardgn

N, (X) es la funcién de Bessel de segunda especie y arden

Las soluciones de primera especie convergen para cualquier valor finito cai
expresion detallada es:

200 vt

0

Para pequefios valoresxipuede ser suficiente la aproximacidh:(x) = %g .

Las funciones de segunda especie, 0 funciones de Neumman, no convergen para
valores pequefios de ya que todas ellas presentan una singularidad=@nSu expresion
es:

J.(¥)cosnr— J_, (X)

Na(X) = semrt

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com



452 Campos electromagnéticos

En las figuras C.1 y C.2 se representan, respectivamente, ambas funciones para
diversos 6rdenes. En el capitulo 5 (seccién 5.3) se mostraron los primeros ceros de algunas
de las funciones de primera especie y de su derivada primera.

1 ! T I
o |
0 S
T e
1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura C.1Funciones de Bessel

N,y(x)

0
N, (x) >

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura C.2Funciones de Neumann

Las expresiones asintoticas de las funciones para ekcasao son:

2
J.(X) = |—cos(x- nf -
n( ) X ( 2 4)
2 m_ T
N,(X) = |—senx—n5—-7)
X
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Las funciones de Bessel de primera especie estan relacionadas con las funciones
trigonométricas medianta integral de Sommerfeld

J (X = 7—1Tﬁ:os(x sep — np Yip

Las funciones de Hankel también son soluciones de la ecuacién diferencial de
Bessel, y se definen en la forma:

Ha() = 3,0 + N, (%)
Hy (X) = J,(%) = iN,(%

La ecuacion modificada de Besss obtiene mediante un cambio en la variable,
sustituyendx porjx. Resulta:

d’y dy
2 MY 2 2y —
N +de (x*+n) =0

X

Existen soluciones de esta ecuacion, convergentesxparan (0 X —» o), que
pueden obtenerse a partir de las funciones de Hankel:

K,00 =7 13, (0 + IN, (9]

La forma asintética para>>n (0 X - ), es:

K09 = e

Parax pequefio yn > 1:

Kn(x)%(n—l)!%@n

Ko(X) = =(In5 +0,5772)

y parax pequefio y = O
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454 Campos electromagnéticos

Las relaciones de recurrencia son:

d
3a(9= 73,00 = - 3,09

d
32 (9= 3,00+ 3,9

(9 =(-D" % (X

d
Ko (9 =2 K, (0 =K, (9
d
Ka (9 = = Ky (9 = K, ()

K., (X) = K ()
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Anexos 455

Anexo D: Funcion delta de Dirac

La funcién delta de Dirac se utiliz6 primeramente en teoria de la probabilidad y, mas
adelante, ha pasado a otros campos de la ciencia, por su idoneidad para describir
singularidades fisicas.

Se define de la siguiente forma:

5 D six# X
(X_XO)_EDO SiX: )% (Dl)

donde, ademas, deben satisfacerse:

O(X — X,) dx=1, (D.2)

/x,0C
y:

f(X)0(x— %) dx= f( x). (D.3)

/x,0C

El hecho de tomar un valor no acotado en un punto singular nos indica, usualmente,
gue estamos refiriéndonos a una densidad (sea de probabilidad o de alguna magnitud fisica
en casos idealizados). En teoria electromagnética se utiliza fundamentalmente para describir
densidades infinitas de carga eléctrica, o bien de potencia o de energia electromagnética. Su
utilidad radica en que permite tratar casos particulares ideales con las ecuaciones generales y,
por tanto, sin necesidad de formularlos de una manera peculiar.

También se utiliza para representar la amplitud de las ondas (sea del campo eléctrico,
del campo magnético, del voltaje o de la corriente) en problemas con espectros hibridos (en
parte discretos y en parte continuos), como es el caso en el que se considera una portadora
ideal con la sefial modulada, o cuando se trabaja con modos guiados (discretos) junto con
modos radiados (espectro continuo) en guias de onda, etc...
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456 Campos electromagnéticos

Usualmente las magnitudes que se formalizan mediante deltas de Dirac han de
experimentar un proceso de integracion matematica, para pasar a cantidades fisicas medibles.

La delta de Dirac es una funcién peculiar, igualmgmbegue su argumento no es
adimensionalsino que tiene unidades (en los casos mas usuales, de longitud, de tiempo o de
frecuencia). Como que la ecuacién D.2 debe llevar a un resultado unidad adimensional,
entonces a la propia funcién también se le asignan unidades: la inversa de su argumento.

Dos ejemplos tipicos son:
P(F) =0ed(X= %)Y~ ¥)3( = 3)  (Fp)
gue representa una carga puntual de \@len el puntoxp, Yo, %), Y:
S(f)y= R@(f- £)+a(f+ £)) Wi

que es el espectro de potencia de una funcion coseno de frecfyeficfnitamente
extendida en el tiempo, es decir, ideal).

La primera expresion mostrada suele escribirse mas abreviadamente:
O(F =ry) = 0(X =X)o(y — ¥5)O(z~ %) (D.4a)
En coordenadas esféricas seria:

1
r?serd

o(r —ry) = o(r =1,)0(60 = 6,)0(¢ — ¢,) (D.4b)

Es importante insistir en el hecho de que la delta debera ser integrada antes de
concluir el problema en el que interviene, o, de otro modo, es probable que se estén
cometiendo errores en su manejo.

Las propiedades de la delta de Dirac son:

i) S(=x) =8(X) (D.5)
i) d(ax) = éc‘i(x) o, en general: 8] g(¥)] = Zm(x— x) (D.6)
i) g(X)d(x— %) = d %)o( x %) (D.7)
iv) J'_+:5(x— y)3(x- 2 dx=5( y- ¥ (D.8)
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Anexos 457

En la ecuacion (D.6) los valorgsson los ceros de la funcid@(x) (que no deben
anular, sin embargo, su derivada).

Relaciones de derivacion e integracion tipicas son:

du(x-

% =0(X-%,) o J'5(x— %) dx= W x %)+ C (D.9)
Ixé(x— %) dx=xWU x %)+ C (D.10)
Ix25(x— %) dx= ¥ U x )+ C (D.11)

dondeU(x) es la funcién escaldn unidad, o, también llamada, de Heaviside, y:
nggz —-47115(r) (D.12)

donde?es la laplaciana.

La delta de Dirac aparece como el limite ideal de situaciones realistas. Puede
probarse que los limites de algunas funciones usuales dan lugar a la funcién delta. Por
ejemplo:

im0~ T1(*5™) = 80¢- %)

sen?” &, )

lim, _, 7(x= %)) =0(X— X,)
2ma (D.13)
lim, osennéix_é(xo)m 5(x-x) Oa>0
1o
lim, Ome =9d(X)

Otras relaciones de interés cuando se trabaja con espectros de frecuencia (temporal o
espacial) son:
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458 Campos electromagnéticos

1 e
el K(x=%) Hle = _

2n‘[_we dk=d( x- %) (D.14)
J’_+°°coskx cok'xdk=11[d (k- K ¥ 3 (k k) (D.15)
J'_+°°serkx serkxdk= Ji[5 & K }& (¢ k) (D.16)

Por ultimo, cabe afiadir que en procesado digital de sefiales se utiliza frecuentemente
la secuencia deltgpero no debe confundirse con la delta de Dirac, ya que, en este caso, no
tiene el mismo significado. La secuencia delta se define sencillamente como:

D n#n,
n-nd=g l .
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Soluciones a los problemas

Capitulo 1: Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estéaticas
Campos electrostaticos

1. a) De la atmoésfera hacia la Tierra; b) -1,77X@M?; c¢) 7,97 x 18°C/n?;  d) 2,2 x 18V.

ﬁ em(-/) 4
@@t+r

2. a) El atomo es neutro; ) = q(4nso)_1; c)E(F)

. I B .
i (r)_4n(d +y2+ 7%’ )-a: © _47T£O4d2'
4 @ Em = Ur —(d+§/2)23_ r-@-%)2  r+@d-%)2 r+(d+%)23§_
Cans, r-@+ % | F+ @+ %)
r—dz \ r—-dz r+d2 \ r+dz
b) E( ) Zq—dz)\r—dz\ R)Z apozgﬁdz)\ﬁdz\

4nso D I - ['

5.a) p, =-3 P%, o,(r=a)=-P,, o,(r=2a)=2P,; b)E(r)=0 en la cavidad interior

o Br . 3R,
y fuera del dieléctrico;E(F) =-———f ena<r<2a,; ¢c)Ap=—a.
£y a 250

6. a)p, =0, o,(r=R) = Rcob;

b) nulo en ambos casos;
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460 Campos electromagnéticos

c) la primera expresion es la apropiada para el exterior de la esfera, para el interior es la segunda;

d) Eint tang = Eext tanJ r =R D ext normal Dint normLIr -R = Ulibre = O;

3

) E o, E RoR l(2 SO +senfH)
e 4 = — (2cosOr +se X
int 380 ext 350 r3
fy p=4nR’RZ.
2
V,
7 F:lgi
2 Od2

8. a) Deben ser iguales;

_A P T R T N - f B :
b)E=—f con A=V(@ "+c -b " -d’) ~ en el dielectrico, E=0 en elresto;
r

4me,

-1 -1 -1 -1 °
a +c¢c -b~-d

1 1
C) a(r:a):eoa—zA, a(r:d):—eod—ZA; d) C=

V i’\ . C_L +
O P T R

N, In(p) . N
9. a) @) =pp) =V %(f;‘)’ b)E(p) =

10. a) Debe comprobarse si su laplaciana es nula y si satisface las condiciones de potencial constante
en el plano de tierra 'y en el conductor;

Ve, 4D 4me
0 c)C= 0

Iy x? +p? In(*By

b) a(y=0)=

11.8) Dy =0 D) Ey = gm0 C=3mey Sy @) U=, CV7

12.a) C >%0 b) Q=V. S —: b2V, =V, 2. b3y U=s V12(1 A,
. a =— = — =V,—: =— —@A-—);
d, 170, 27 1, 2704, 7 d,
d2
c) Q2=V1$Od—2.
1
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Campos magnetostaticos

13. a) B = 0encimay debajo de ambas lamin&sz p,J, entre ambas, dirigido perpendicularmente
a las corrientes; b = %MOJS de repulsién.

2ehs 8
|

14. B(2) = u—i[gl
2 h Ha?+ (24152 % (a2 +(2-%)?) 2

15. a) B(z=0) = — N 5. b)B= N|(A ): )h 10
. a z2=0)=—————FF 2 ; mpére c)—=10.
2 (2.0 \h Ha P a
@+
my B
16. R= —2% =
aB m
A gB 2
17. b) R=—"msena ; COV=Vy, wW=—; d)T=—m; e)d =v,Tcosa .
gB m gB

18.a) Sitomamog en la direccion Z B en la direccion -Y resulta:

X(t) = —(1 coswt)+a—@t—serwt) z()=— sewt+a— - cost )
w w w?

Solo hay desplazamiento neto segun la direccién X. (En general en la direc&on Bl

11
19.V, =N——B
ga

20. a)l=1A: b)1=1,07x18A ()

21. b) 3,14 Kg.
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462 Campos electromagnéticos

1
_ b
23. L= In .
l’l 27-[ A

d-a
uln(

24. L = ).

T

Capitulo 2: Ecuaciones de Maxwell

1. f.e.m= -Byav.

e

o [

N
N>

-1 . . -
Sy =—lya-yy+41-29% . Iy =H
H P
— 22 _ Z3
3. a)E= wBbz—serwtk b) B = —g,11,w° B, zcoswt y;

.o , 220 .
c)J =[J—-gw"” —[IB, coswt X.
Lo 2 U
. ‘ 2 e —10 | ) L -10 Q‘ Q‘ Q‘ Al
ey = — s g . = s _ = + _ =,
bIr=a = oma ¢, @ bir=b 2nb§ £ E tr=a = *flr=a = “Plr=a = ¢
4
5 €r:5.
T -1
6. a)B:E m-, a=0549 m".
2

a, - _
b)o = —'B (donde se ha considerado que la conductividad es una magnitud reafr .
wy

1 . .
7. Densidad de potencia media que actla sobre las cmz-@{s;] EED} .
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Capitulo 3: Ondas planas

1.k

Z. a)212MHz; b) Polarizacion circular a izquierdas; 2ip5nW/m?.

/2
2

2. @)300MHz; b) k = %fw%gﬁ Z; c) Polarizacion circular a izquierdas.

d) E(F.t) = 0{[ fcos{wt n(x+y+«/_z)]+ser{wt n(x+y+fz)]]x+
[fcos{wt n(x+y+fz)]+ser[wt—n(x+y+fz)]] y—fser[wt—n(x+y+ﬁz)]2}

#(7 1) =%E0{—cos{wt —n(x+ y+\/§z)]+ \/Eser{wt—n(x+ y+\/§z)]]>”<+
[\/Eser[wt—n(x+ y+\/§z)]—cos{wt—n(x+ y+\/§z)]9]+\/§cos[wt —n(x+ y+\/§z)]i}

e) E, =1941mV/m
E(F.1) = —% E{cos[wt —1071(x+ y+ ﬁz)]fu cos{a)t —1@1(x+ y+42 z)]y—
ﬁcos{wt—lOn(x+ y+\/§Z)]2}

#(F,t) = % E{cos[wt —107T(X +y+ V2 z)]i - cos[wt —1071(x +y+ V2 z)] 9}

4. a)k= 27T(J§x+y+z) b) & =——X-

3
. 4 O
o i 515x10 £ —B/_ﬂl@ + | 3spprieliEers) prm:
2 0 2 E

d) E 971"10_2[ (V2 + i)k~ - j2v2)y + s2lerzrberdy /m

5.a) E=(X-j0,71y)e '*"* H :1(9+ jO,71X)e71*™; b) t=278ps; ¢) R=141; R, =3dB.
n

6. ) Ep =E,(Xx—j9)e**, E, = JE,(X+jy)e ™ b) E=E, +E, =E,(1+ j)(X-9)e

c) |3=£E§2 W/m?;
n

[o]
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464 Campos electromagnéticos

d) Elfasor de la fuerza electromotriz inducida\es 4ajE (1+ j)serka V; e) f :4£.
a

7. a) La onda se propaga segfin b) La onda esta polarizada linealmente, Eoseginy ;

c)H :—%e’j"zx; d) k=628m™, E, =500uV /m; €)V = j0,314e 3*1" v .

8. a) La onda se propaga segyn A =30cm, k=2094m™;

b) E(F) = E, |_(1+ j)z- j\/Eej”’4>2Je‘jky; c) La polarizacion es circular a derechas;

2
d) p=25 v.
Mo
. —'lx+ +«/72 ~ ~
9. )H(F)=-jH.e 2" 2)E£x—£yEA/m;
2 2
~ 1. 1. 42, S
b) k=§x+5y+7z. Se comprueba que[H (r) = , luego el campo corresponde

efectivamente al de una onda plana uniformef €47,74 MHz ;

. Sl ixeyi2z . " R ~ ~
d) E(F)=-jnHe 2 Z)E»%x—%y+gzavlm; e)P =9,97x107*kKW /m?.

10. a) Si; b) Si; c) Si; d) No.

Capitulo 4: Incidencia de ondas planas

_ 1
1. a) Direccion de propagacioi:; polarizacion circular a izquierdas; =-—W ;
) propag p q 153, oo o
. g2
¢) E, (F) =-E,(2+ |5 e % con polarizacion circular a derechas; R = 2 (%+9)
0
paralelo al plano conductor; ffr 212 MHz.

2. Las curvas son las siguientes:

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.

http://fiee.zoomblog.com

, €S



Soluciones a los problemas 465

1
R R R S parafina
- — agua
L Pr—
0 . ,,
i I p:;s\ 1
1 — N
0> 15" 30° 45 60° 75 90°
()

3. Puede hacerse mediante cualquiera de las dos caracterizaciones del &ngulo de Brewster.

4. a)6 = 26,57° f, = 63,43°; bk, —2n—(x+22) K—an(x 29, k= nf(zxr)

75

c) polarizacion eliptica; d)s = 26,56°; e)p; = g, p=015= % T, =2

- X —22 1
d E, = 4\/EEOi % + jf/@exp@ an @x + z)@; g) la onda reflejada esta polarizada

linealmente y la onda transmitida tiene polarizacion circular (helicoidal negatig):=H0°.

5. a) paralela al plano de incidencia;ng) 1,4142; dp, = 50,77°.
6. a6, = 77,24% b)P, | = 0102 MV, |B.|= 0

. CE
c) E, () =>A<E0i2(:os(k0r122cosi+q%D ye Konysen 477 ) hay ondas estacionarias en la

direccion z, y la distancia entre minimos &z:= 1,561 m.

2n m
7.a)p= , AP = ——; b) la onda esta centrada segiin esos mismos ejes: 8)7.
1+n? 2

8. c¢) La situacidon se puede describir con cuatro ondas; d) aparecen ondas estacionarias en la
direccion de incidencia y en la de reflexion ; €) no varia.

A
9. a)d = mz—o, m entero;b)n=2
n
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Capitulo 5: Guias de onda

2. a=25cm

3.a)a=75cm b<375cm; b) f <6GHz
4. a) A=0; kxzm%; B= kg—(m%)2

- E B
b) H(r) = —0(— XB senk, X+ z jk cosk X e'ﬁz; ¢) Solamente es posible el modo,J;E
w

1 ﬁ 2 = - RS ~i Bz
d) P :ZJ|E°| ab (W; e)E,, () =-2jyE,senkyx e sei £- % )
0

6. f,,, =8,476GHz f = 9128GHz

7. d) Se refleja el 13% y se transmite el 87%.

8. a) un unico modo: Tl b) tres modos: Th, TEy Y TEg. El TEy esta justo en corte, al igual que
el TEy; c)a, =23 x 1, a, = 2rx 10%

EB=O, Asena,d= Csem,d+ D cos,d ,
d)
leAcosald=az(Ccosxzd— Dsea,d ), C sen,at D cas,a=0 ;

a
e) tga,d = —1tgor2 (d-a); f) Esos valores dd son los grosores minimos de la zona de
a
2
dieléctrico para los que pueden existir los modosy WETE;,, respectivamente, puesto que
estamos tomando los valoresadey o, que hacefg=0 en ambos casos.

A - k A
9. a)L=1,5m; c)W = ¢, Aznzln%@; d) Jg=-2 j—;coskz. Debe hacerse la ranura en la
0
direccion de las corrientes para no interrumpirlas, porque de lo contrario quedarian afectados los
campos en el interior del cable.

Capitulo 6: Radiaciéon de antenas elementales

i I h . ) [k, I h(T
1.b) A (F) = 2jkoﬁsene coskd co8 ¢ M¢;c) P, :%nog‘;n—o% ser? 6 cobkh co8)?,
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_ 2(hY* 2 _co2kd , ser2kd[]
W= "’70'0(/\) FB ™ 2(kd)? T 4(kd)3 O

- noé, H_. (F) we - oo ; b) W —47'[( o)
se , r)=- se ) =
rad Mo r 3 n

2. a) E (M) =wC : €) resulta

igual al del dipolo eléctrico.

L — jkr
0

—1ah

4 r

Unicamente en la direccién X y en la direcciéon Y; d) en la direccion Z.

3. a) Erad(f) =-jw (1+ 2coskd sem ))sepd ; b)d = 0,5 m; ¢) los nulos estan

T
c) Y =——: d) los ceros estan eh = +107,03 .
) W 2 ) ah

5. bl) polarizacion lineal en ambas direcciones; b2) polarizacién eliptica en la direccion X y lineal en
la direccion Y; c) tendremos polarizacion circulansB0° , en la direccion X.

_ 10e ™
6. A(F) = ﬂ|Onazgjk +—§—sen9q5 .
47 r r
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Ampeére
ley de, 87, 99, 128
ley de la fuerza de, 77

Amperio, unidad de intensidad de corriente

™
Angulo sdlido, 21
Anisétropos, materiales, 61
Apantallamiento eléctrico, 43, 44, 414
Apertura numérica de una fibra, 346-347
Atenuacion
constante de, 265, 348, 383-384
de ondas planas, 267, 348
en cavidades resonantes, 393-395
en guias conductoras, 382-384
Autoinductancia, 110
de una bobina toroidal, 111
de un cable coaxiabrob.1.23
de una linea bifilarProb.1.24

Bessel, funciones de, 386-38¥exo C
Biot y Savart, ley de, 82
Brewster, angulo de, 333-337

Cable coaxial, 41Rrob. 1.23388-390
Campo
conservativo, 24, 37
electrostatico, 16 y ss.

electrostatico en la atmosferBrob.1.1

despolarizante, 67

inducido o cercano, 429-430
irrotacional, 25

local, 59

magnético terrestr@rob.1.20
magnetostatico, 76 y ss.
radiado o lejano, 425-426

solenoidal, 85-86
Capacidad
coeficientes de, 72
de un cable coaxial, 73
de un condensador esférico, 74
de un condensador plano, 73
de una linea con retorno por tierra,
Prob.1.10
Carga eléctrica
conservacion de la, 67, 132
densidad superficial de, 17, 290, 322
densidad volumica de, 17
imagen, 46
libre, 67
ligada, 62-63, 67, 153-154
puntual, 16
Cavidad resonante, 296, 390-394
Circuitos acoplados magnéticamente, 110
Coeficientes
de reflexiéon y transmision, 330, 332
de reflectividad y transmitividad, 333
Coercitivo, campo, 108
Condensador, 73-7®robs. 1.8, 1.11, 1.12

Condiciones de contorno, 43-44, 163-172, 281-

283

Conduccién, corriente de, 79
Conductividad, 79, 149-150
Conductor, 30

buen conductor, 269, 348

carga en un, 31, 36-37

campos en un, 31, 35, 148
Conservacion

de la carga, 67, 132

de la energia, 174, 285
Constante dieléctrica, 64
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compleja, 263, 348
Continuidad, ecuacién de, 132, 415, 420
Coordenadas, sistemas daexo A
Corriente

de conduccioén, 79

de conveccion, 79

de desplazamiento, 130

de magnetizacion, 98

estacionaria, 80, 415

densidad superficial de, 77, 291, 383

densidad volumica de, 77, 274
Coulomb

ley de, 15

norma de, 90
Coulombio, unidad de carga (C)
Corte

frecuencia de, 378

modos en, 377-379
Critico, angulo, 337-339
Cuadripolo, 54-55
Curie, temperatura de, 108

D"Alembert, ecuacion de, 206
Derivada direccional, 25
Desarrollo multipolar, 52-56
Desplazamiento eléctrico, 64, 154, 261
Diagrama de radiacion, 428
Diamagnetismo, 105
Dieléctricos, 58, 151
Dipolo
eléctrico real, 54
eléctrico ideal, 57
eléctrico oscilante, 420-430
en lambda medios, 436-438
fuerza sobre un, 58, 96
magnético real, 95
magnético ideal, 96
magnético oscilant&rob. 6.6
Dirac, funcion delta de, 428nexo D
Directividad, 429
Dirichlet, problema de, 44
Dispersion, ecuacion de, 379, 386, 400
Divergencia, teorema de la, 135
Dominios ferromagnéticos, 106-107
Ecuacion
de continuidad, 132, 415, 420
de onda homogénea, 205
de onda inhomogénea, 204

Ecuaciones constitutivas del medio, 203

ElectrostaticaCap.1, 180-181

Elipse de polarizacion, 243

Efecto pelicular,271-272, 350

Energia
de un sistema de carga puntuales, 49-50
de un continuo de carga, 50-51, 70-71
densidad de, 176, 190-191
electromagnética, 172, 393
magnética, 109-110
potencial, 48

Esfera conductora, 32, 40

Esfera dieléctricaRrob.1.6

Espira de corriente, 90

Estacionario, régimen, 76, 355

Factor de calidad, Q, 393
Faraday, ley de, 109, 124-128
Faradio, unidad de capacidad (F)
Fase, velocidad de, 234, 266, 340, 379
Fasor, 183-184, 195
Ferromagnetismo, 106
Fibra 6ptica, 346, 405-408
Flujo
de campo eléctrico, 21, 122
de campo magnético, 109, 126-128
de densidad de potencia, 176, 285
Fourier, transformada de, 195
Fresnel, férmulas de, 330, 332
Fuerza
de Lorentz, 81, 134
electromotriz, 109, 125
ejercida por un imarRrob.1.21
entre corrientes, 76-77
entre las placas de un condensador,
Prob.1.7
sobre una carga en movimiento,
Probs.1.16,1.17,1.18
Ganancia directiva, 429
Gauss
unidad de campo magnético CGS (G)
ley de, 21, 63-65, 122-124
teorema de, 135
Guias de onda,
de paredes conductoras, 320, 370-388
dieléctricas, 345, 395-405
Gradiente, 25
Green, teorema de, 43
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Hall, efecto,Probs.1.19,1.22
Helmholtz,

ecuacion de, 219

teorema de, 90
Henrio, unidad de inductancia (H)
Histéresis, curva de, 108

Iméagenes, método de las, 45-R8pb.1.4
Iman permanente, 108
Impedancia
de una antena, 427, 433
intrinseca de un medio, 208, 264
de onda, 356-358
superficial de un conductor, 273, 382
Incidencia,
angulo de, 309
plano de, 308-309
Induccién electromagnética, 109
Inductancia mutua entre circuitos, 110
Integracion, ejemplos de, 18-20, 82-85
Intensidad
de campo magnético, 99, 159
de corriente, 78

Joule, pérdidas por efecto, 109
Julio, unidad de energia (J)
Kronecker, delta de, 53

Laplace, ecuacion de, 38,
Laplaciana, 38, 204
Laser, 298-299
Legendre, polinomios de, 39
Lenz, ley de, 126-127
Linea de transmision, 358, 369-370
Lineas de campo, 26, 29
Longitud de onda
en el espacio libre, 225
en guias de onda, 379
Lorentz
fuerza de, 81
norma de, 417, 419
Magnetizacion
corrientes de, 158
curva de, 106
vector, 98, 157
MagnetostaticaCap. 1 181-182
Maxwell, ecuaciones de, 121, 134, 162, 182

Medios
anisotropos, 61
conductores, 30, 148
dieléctricos, 58 ,151
magnéticos, 96, 156
no lineales, 62

Modos en guias de onda, 321, 345
en corte, 377
guiados, 377, 380
radiados, 404-405
TE, 372, 373-375, 387-388

TEM, 388-390
TM, 372, 375-376, 385-387
Momento

cuadripolar, 53

dipolar eléctrico, 53

dipolar magnético, 94

de una fuerza, 97
Motor, Prob.1.22
Movilidad de un portador de carga, 79
Multicapas dieléctricas, 354

Neumman,
funciones de, 40Anexo C
problema de, 44

Numero de onda, 219

Oersted, 76
Ohm
unidad de resistenci®]
ley de, 79
Onda
forma de, 207
ecuacion de, 204-206
esférica, 424
estacionaria, 294-296, 315-320
evanescente, 340
localmente plana, 425-426
parcialmente estacionaria, 304-307
plana uniforme, 201-276
viajera, progresiva o regresiva, 207
Operadores diferenciale&nexo B
Paramagnetismo, 105
Pérdidas
angulo de, 265
de conduccion, 262-263, 383-384
dieléctricas, 260-262, 382-383
en conductores, 174
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tangente de, 266
Permeabilidad, 77, 100, 262
Permitividad, 15, 64, 261-262
Plano

de carga homogénea, 18

de corriente uniforme, 215

de fase constante, 234

de incidencia, 308-309
Poisson, ecuacion de, 38, 68
Polarizacion

carga de, 63, 67

de ondas planas, 241-253

circular, 255-257

eliptica, 243-246

lineal, 253-255

vector, 59-60, 152
Polarizador, 257Prob. 3.10
Potencia

densidad de, 176

de una onda plana, 238-240

de un modo, 381

radiada por una antena, 426, 432
Potencial

electrostatico, 23

escalar eléctrico, 417

problemas de, 37-48

vector magnético, 89, 417
Potenciales retardados, 418
Poynting

teorema de, 174

vector de, 176, 188-189
Profundidad de penetracion, 271, 349
Propagacion

constante de, 266

ionosférica, 342-344
Radiacion

de un dipolo eléctrico, 426-429

de un dipolo magnétic@®rob. 6.6

de un dipolo en lambda medios, 436

Ranura, en una guia de on&apb.5.9
Recubrimiento antirreflectante, 362-364
Reflexion,

angulo de, 310

total, 337-342
Refraccion,

angulo de, 324

indice de, 304

Relacion axial, 247-248
Relacién de onda estacionaria, 306
Remanencia, 108
Resistencia, 177-178

de radiacion, 433
Resonador, 390-391
Resonancia, frecuencia de, 392
Rotacional, teorema del, 138

Saturacioén de la magnetizacién, 106
Segmentos, método de los, 92-93
Semiconductores, corriente en, 80
Sentido de giro, 248
Siemens, unidad de admitancia (S)
Snell, leyes de, 324-325
Stokes, teorema de, 138
Superficie equipotencial, 27, 30
Superposicion, principio de, 16, 28, 243, 257,
433
Susceptibilidad
dieléctrica, 61-62, 154-155
magnética, 100, 159

Tesla, unidad de campo magnético B (T)
Trayectoria de una cargarobs.1.16,1.17,1.18

Unicidad, teorema de, 43

Vector de onda, 219

Velocidad
de arrastre, 79
de fase, 234, 266, 340, 379
de la luz, 206

Voltio, unidad de potencial (V)

Watio, unidad de potencia (W)
Weber, unidad de flujo magnético (Wb)
Weiss, teoria de los dominios de, 106-107

Régimen senoidal permanente, 182-183, 185-195
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